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EDITORIAL |

Estimados socios,

En el momento de preparar estos parrafos nos encontramos a unos dias de la
celebracién de nuestro XXI CEDYA / XI CMA. Como bien sabéis, esta vez ha
sido el Departamento de Matematicas de la Universidad de Castilla-La Mancha,
al que pertenece este Grupo Editor, el encargado de organizar este evento
central para la vida de nuestra sociedad. Muy probablemente, en el momento
de leer estas palabras, tal evento serd ya historia. Deseamos que, efectivamente,
haya sido ése lugar de encuentro y sana discusion cientifica que viene siendo
nuestro congreso desde hace muchos anos. Tanto el programa cientifico como
la capacidad y experiencia del equipo organizador local nos invitan a confiar
en que esta edicién serd un gran éxito. Aprovechamos esta oportunidad para
transmitir nuestra mas calurosa felicitacion a todo el equipo organizador por
la labor realizada preparando este encuentro. Nos consta que lo han hecho con
mucha ilusién.

En cuanto a los contenidos de este ntmero, encontraréis cuatro trabajos
cientificos de interés fimados por S. Guerrero; H.D. Ceniceros; S. Ibanez,
A. Pumarino y J.A. Rodriguez; y C. Morales-Rodrigo, los cuales esperamos sean
de vuestro interés. Ademés aparecen dos articulos en la secciéon de Matematicas
e Industria en relacién con las Jornadas de Experiencia en Transferencia
de Tecnologia Matemdtica y un resumen del informe de la OCDE sobre
Matemdaticas en la Industria.

Permitidnos insistir en que estamos abiertos a vuestros comentarios para
poder mejorar nuestro Boletin. No tenéis més que enviarnos vuestras sugerencias
a la direccién del Boletin.

Recibid un cordial saludo,

Grupo Editor
boletin.sema@uclm.es
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SOME RECENT CONTROLLABILITY RESULTS FOR THE
THREE-DIMENSIONAL STOKES SYSTEM WITH TWO
SCALAR CONTROLS

SERGIO GUERRERO

Université Pierre et Marie Curie (Paris 6),
UMR 7598 Laboratoire Jacques-Louis Lions,
Paris, F-75005 France

guerrero@ann. jussieu.fr

Abstract

In this paper, we deal with the three-dimensional Stokes and Navier-
Stokes systems modeling incompressible viscous flows in a bounded
domain €2 and equipped with Dirichlet boundary conditions. We prove
that the Stokes system is null controllable by means of two scalar
distributed controls supported in any subdomain of 2. Then, we prove
that the Navier-Stokes system is locally exactly controllable to smooth
trajectories by means of two scalar distributed controls as long as the
intersection of the control domain and the boundary 052 is ‘large’.

Mots-clés: Stokes system, Navier-Stokes system, Carleman inequalities
Classement AMS: 34B15 35Q30 93B05 93C10

1 Introduction

In this paper, we are going to present some null controllability results for the
three-dimensional Stokes system with two scalar controls. Sometimes these
results will lead to local controllability results for the Navier-Stokes system.
This will be made precise below.

Let us first motivate our problem with some background on the subject.

One of the main contributors to the controllability of partial differential
equations is O. Yu. Imanuvilov who, together with A.V. Fursikov, popularized
the use of global Carleman estimates in the context of null controllability. See,
for instance, the papers [15], [12], [17] and [16]. Another relevant contributor
has been E. Zuazua, who was able to deduce global controllability results for
some nonlinear systems for the first time in [26].

Partially supported by the “Agence Nationale de la Recherche” (ANR), Project
ControleFlux, number JCJC-6-137283.
Fecha de recepcién: 22/04/2009. Aceptado (en forma revisada): 24,/06/2009.
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The controllability of partial differential equations has been the object of
intensive research during the last years. In 1978, D.L. Russell [23] made a
survey of the most relevant results which were available in the literature up to
that time. In that paper, the author described a number of different tools that
were developed to address controllability problems, often inspired and related
to other subjects concerning partial differential equations: multipliers, moment
problems, nonharmonic Fourier series, etc. More recently, J.-L. Lions introduced
the so called Hilbert Uniqueness Method (H.U.M.; for instance, see [18],[19]).
That was the starting point of a fruitful period on the subject.

In order to introduce our working system, let 2 be a nonempty bounded
connected open subset of R? of class C*. Let T' > 0 and let w C Q be a (small)
nonempty open subset which is the control domain. We will use the notation
Q:=Qx(0,T) and 3 := 902 x (0,T).

Let us introduce the controlled Navier-Stokes system, that governs the
behavior of a viscous incompressible flow:

ye— Ay +(y-V)y+Vp=vl, inQ,

V-y=0 in Q,

(1)
y=0 on X,
Ylt=0 = Yo in Q.

The controllability properties of the Navier-Stokes system have been the subject
of intensive research these last years. The question was first considered by
J.-L. Lions in [20], where approzimate controllability was conjectured. This
was followed by several papers, where various partial (positive) answers were
furnished. See [7], [1], [3] and [22]. Concerning null controllability and exact
controllability to the trajectories, the first local results were given in [13].

For some of the results presented below we will need the additional
hypothesis that the control domain ‘touches’ the boundary of 2 at a nontrivial
set, more precisley, that

@ N 0N contains a (relative) nonempty open set of 9€2. (2)

Let us recall the definition of some usual spaces in the context of the Stokes
equations (see, for instance, [24]):

V={yeHj(Q)?:V-y=0in Q}
and
H={yeL*N)?*:V.-y=0inQ, y-n=0on dQ}.
Let a: Q — R and B : Q — R? be two bounded measurable functions. We
introduce our control system:

yr — Ay +a(t,z)y + (B(t,x) - V)y+ Vp=wvl, inQ,
V.y=0 in Q,
y=20 on X,
Yli=0 = Yo in Q.
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Here, yo € H is the initial condition and v = (v, v, v3) is the control function.

It is well-known that the null controllability for this system holds, that is to
say, for every yo € H and every T > 0, there exists v € L?(Q)? such that the
solution y € L2(0,T;V) N CY([0,T]); H) of (3) satisfies

y|t:T =0 in Q.

This result was proved in [16] under the assumption (a, B) € W1 (0, T; W%>°(Q)4).
The same result was proved in [9] as long as (a, B) € L= (Q)*NH(0,T; L?*(Q)%),
with a different proof.
The main objective of this paper is to prove the null controllability of (3) with
only 2 scalar controls, that is to say, when v; = 0 for some given i € {1,2,3}.
Our first main result is the following (see [10]):

Théoréeme 1 Let (a, B) € L=(Q)* N HY(0,T; L*(Q)*) and let w satisfy (2).
Then, there exists i € {1,2,3} and a constant C' > 0 depending only on Q and
w such that, for every yo € H there erists a control v € L?(Q)3 with v; = 0 in

Q satisfying
c(141/T*

lvllL20)s < e )Hyo||L2(Q)3

and such that the associated solution y of (3) satisfies
y|t:T =0 in Q.

The second main result in this paper establishes the null controllability of
(3) with no condition on w, but with ¢« =0 and B = 0:

Théoréeme 2 Let a,B = 0. Then, there exists a constant C > 0 depending
only on Q and w such that, for everyyo € H and every i € {1,2,3}, there exists
a control v € L*(Q)? with v; =0 in Q satisfying

C(141/T°

lvllL20)s < e )HyO||L2(Q)3

and such that the associated solution y of (3) satisfies
Yli=r =0 in Q.

Remarque 1 As proved in [21], there are nonempty bounded connected open
sets Q C R? with Lipschitz boundary such that, even with w = €, the null
controllability of (3) does not hold with two vanishing components for the
control (i.e. if one imposes, for example, v; = v2 = 0). See also [6] for a
torus.

In order to prove Theorems 1 and 2, we introduce the adjoint system:
—pr —Ap+a(t,z)p — V- (B(t,x)p) +Vr=0 inQ,
V-p=0 in Q,
=0 on X,
Qli= = @1 in €,
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with o € H. It is well-known (see, e.g. [2, Theorem 2.44, pages 56-57]) that the
results stated in Theorems 1 and 2 are equivalent to the following observability
inequality:

3
/Q|<P(O,a:)|2dx§eK(T) 3 // o, 2 dt da, 4)

j=tgi 7 7 @x(0.1)

where K (T) := C(1+1/T*) in the case of Theorem 1 and K (T) := C(1+1/T?)
in the case of Theorem 2 and C' > 0 only depends on €2 and w.
We will now give the ideas of the proof of inequality (4) in both situations.

e The case of Theorem 1.
Let O C Q be an open set. Under the assumptions (a, B) € L*°(Q)* N
HY(0,T; L*(Q)*) the following inequality was proved in [9]:

// po(t) (D2 + [Vl + [ol?) dudt < C // ()l dzdt,  (5)
Q 0, T)xO

where
K,

pi(t) := exp{m} Li=0,1,

with 0 < K7 < Ko < 2K (see Theorem 1 in that reference).
We use this inequality for a suitable open set O C w which ‘touches’ the
boundary 92 and moreover satisfies

VP e O, {P+Re;} NOONIN#D, for some i € {1,2,3}. (6)

This is always possible since w satisfies (2). This gives a representation formula
of ¢; in terms of the other two components of the vector-valued function .
Injecting this formula into (5) provides the desired result. More details will be
given in Section 2.

e The case of Theorem 2.
Using the fact that Am = 0, we have that Ap; (j = 1,2,3) satisfies the
homogeneous heat equation

8,5A(,0j + A(AQDJ) =0 in Q

Unfortunately, no boundary conditions are prescribed for Ay;. Therefore, we
can only deduce a Carleman estimate for ¢; of the form

23: '//sz(tvx)kpjlzdtdm

J=Lj#i

<C 23: (//wx(o,T) pg(t,a:)|tpj|2dtdm+//Epg(t,x)

J=Lj#i

on

2
dt da) ,
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where the boundary terms on the right hand side have to be estimated. To this
end, the idea is to use a priori estimates relying on the regularizing effect of
the Stokes system (see Lemma 3 below). This will provide an estimate of the
boundary terms but with an additional integral depending on ¢;:

Z // pa(t, )| pj|*dt dx

Jj=1,j#i

<C Z // tx|goj|2dtdx+// pa(t, z)|p;)2dt do
w><(OT

J=1,j#i

Finally, using the divergence-free condition on ¢ and the properties of the weight
functions, we can absorb the weighted integral of |¢;|? with the help of the left
hand side.

Let us remark that these ideas were already developed in [14] in order to
prove the null controllability of coupled Stokes systems.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2 we give the ideas
of the proof of Theorem 1 and in Section 3 we prove Theorem 2.

2 Proof of the first result
We recall that it suffices to prove the observability inequality (4). Let O C w

be a nonempty open set satisfying (6). Notice that the following inequality was
proved in [9]:

// polt) (ID%l? + [Vl2 + |pf2) dadt < C // (t)lpl?dzdt,  (7)
OT)><O
where
-K; :
i = A a2t = 715
pi(t) eXp{t4(T—t)4} i=0

with 0 < K7 < Ky < 2K;.
Without loss of generality, we suppose that ¢ = 1. For each « € O, let ¢(¢, x)
be the segment joining the point (¢,z) and the point (¢, z*), where

¥ :={z+ Re1} N OO N IN.

Then, using the Dirichlet boundary condition and the divergence-free condition
on ¢, we have that

|901(t7 {E)| =

/ (D22 + O303)(t, 8,2, 23) ds
L(t,x)
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for all (t,z) € (0,T) x O. From (7), the integral we have to estimate is

// pr(t) [ ? de dt =
(0, T)x0O
// ()
(0, T)x0O
< // p1<t></ <|aw2|2+|asgog|2><t,s,m2,m3>ds>dxdt.
(0,T)xO ot,x)

Applying Fubini’s formula and denoting by (¢, z) the segment joining the point
(t,z) and the point (¢, z), where

= {x+Re1 } N (00 \ (02N 00O)),

I[ ol

(0, T)x0O

=G // £)(|0202]” + |0503]%) </ ds) d dt (8)
0T)><(9 i(t,x)

< (s // |32<p2| + |53QD3| )dxdt.
0T)><(9

dx dt

/ (OG22 + O303)(t, s, 22, 23) ds
(t,z)

we find

Let us now introduce a function § € C?*(R?) satisfying 6 > 0, 6(z) = 1 for
all € O and vanishing in a neighborhood of Q2 \ w. Then, several integration
by parts provide

// pl(t) 82(,02 82(,02 dx dt S // 9(33‘) pl(t) 82902 82(,02 dz dt
(0, T)x0O 0, T)xw
= — // P1 (t)(G(x) 622@2 - (1/2)6229(%) (pg)gog dx dt.

(0, T)xw

Recall that

(9)

pit) = exp {%} = pua(t) pra(t),

with

p11(t) = eXP{%}, p1a(t) = exp{%}

Using Young’s inequality in (9), we have

// P1 (t) 82(,02 82902 dl‘ dt
(0, T)x0O

<e // (11 ()2 Daacps| 2 it + C. // (ora(1))? eonldz i,
(0, T)xw (0,T) xw



Controllability results for Stokes system 13

for all € > 0. Here, we have used that (p;(t)) < (p12(t))%. Obviously, one can
prove the same inequality for ¢3. Combining these inequalities with (8) and
(7), we find that

/ /Q po(t) (1D? 0P+ |V ol + ) dudt < C / /m) (pr2(1))2 (2l +is]?) dr .
T Xw

(10)
Thanks to the property Ky < 2K;, the observability inequality (4) is an
immediate consequence of (10).

Remarque 2 The result stated in Theorem 1 implies a local controllability
result for the Navier-Stokes system. More precisely, let (7,p) be a smooth
solution of

9 —Ay+ @ -V)y+Vp=0 inQ,

V-53=0 in Q,

(11)
y=0 on X,
Ylt=0 = Yo in €.

Let w satisfy condition (2). Then, there exists i € {1,2,3} and ¢ > 0 such that
if ||yo — TollLa(ayz < 9, there exists a control v € L?(Q)* satisfying v; = 0 in Q
and a solution (y, p) of

ye —Ay+(y-V)y+Vp=0 inQ,

V.y=0 in Q,

(12)
y=0 on X,
Ylt=0 = o in Q

such that
y(T,2) =y(T,z) Vrel.
This property is called the (local) exact controllability to the trajectories and was

established, under some suitable regularity assumptions on g, in [10]. Its proof
relies on an application of the so called Liusternik implicit function theorem.

3 Proof of the second result

3.1 Some previous estimates

For the proof of the observability inequality needed to establish Theorem 2, we
follow a classical approach, consisting of obtaining a suitable estimate of the
Carleman kind. For a systematic use of this kind of estimates see, for instance,
[12] or [16].



14 S. Guerrero

In order to establish the estimate, we have to define some weight functions:
exp{20A[[n°[loc } — exp{A(18]In°[| 0 +n°(x))}
tNT —t)? ’

e>‘(18||770”oo+770(w))

at,z) =

a*(t) = maxal(t,z), &(t,x)

& (t) = min (¢, x).

z€Q ’ - tg(T — t)g ’ e
_ (13)
Here, n° € C%(Q) satisfies
VR >0 in Q\wy, 7°>0 inQ and 7°=0 on 9Q, (14)

where wy is a nonempty open subset of R? such that @y C w. The existence of
such a function n° is given in [12, Lemma 1.1, Chapter 1] (see also [2, Lemma
2.68, Chapter 1]). Weights of the kind (13) were first considered in [12].

Accordingly, we define Iy(s, \;-) as follows:

Io(s, A\, g) == s\? // e 2|\ Vg|* dt da 4 s3\! // e25¢3g)? dt dx
Q Q

for any sufficiently regular function g : Q x (0,7) — R and

S )\ g ZIO S, A 91
for any regulr g = (g1, g2, 93) : Q x (0,T) — R3. We also introduce

I(s,)\;q) // e 3¢ (|gy|* + |Agl?) dtda + Io(s, A, g). (15)

Now, we state all the technical results we need. The first one is a regularity
result for the solutions of the Stokes system:

Lemme 3 For every T > 0 and every f € L*>(0,T; H), there exists a unique
we L*(0,T; H*(Q)*) N H*(0,T; H)
such that, for some p € L*(0,T; H'(2)), one has:

—Au+Vp=f inQ,

V-u=0 in Q,

(16)
u=20 on X,
ult=o =0 in Q.

Furthermore, there exists a constant C > 0 depending only on Q) such that

lull 20,7512 )3) + lull m10, 1522003y < CllfllL200,7502(0)3)- (17)
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In order to deal with more regular solutions, let us introduce some
compatibility conditions. Let r be an integer > 1. We will say that f satisfies
the compatibility condition of order r if, for any nonnegative integer k < r —1,

we have
k

Vpt(e) =) (BiAFf)(0,2) Vx €09,
i=0
where p° = 0 and, for any k > 1, p* is the solution of the Neumann boundary-
value problem

ApF =0 in €,

d e

50 = D (OAN)(0,2)  on 00,
1=0

One has the following lemma (see, for instance, [?, Section IV], [?, Theorem 6,
pages 100-101], [25]):

Lemme 4 Let T > 0 and let r be a positive integer. There exists C > 0
depending only on r and Q2 such that, for every f € L?(0,T; H*"(Q)* N H) N
H"(0,T; H) satisfying the compatibility condition of order r, the solution u of
(16) satisfies

u € X, = L*(0,T; H*2(Q)*) n H™ (0, T; L*(Q)?),
lullx, < CUfllz20. 13827 )3y + 1|z (0,7:22(0)3))- (18)

The second result is a nice property coming from the definition of the
previous weights:

Lemme 5 Let r € R. There exists C > 0 depending only on r, Q and wy such
that, for every T > 0 and every u € L?(0,T; HY(Q)),

s2\?2 // e 252y dt doe < C (// e 25T |Vul2dt d
Q Q
+5%\? // e 25 2y 2 dt dx |
UJQX(07T)

for every A > C and every s > CT'8.

(19)

The proof of this lemma can be found in [4], for instance.

The third technical result concerns the Laplace operator:

Lemme 6 Let v(z) = exp{\°(z)} for x € Q and let r € R. Then, there exists
C > 0 depending only on r, Q and wg such that, for every T > 0 and every
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u € HHQ),

TT+3)\T+5/ 62777r+3|u|2dx+7_r+1)\r+3/ 62777T+1|Vu|2 d!E
Q Q

<C (TT)\T+1/ 2™y | Aul? da + TT+3)\T+5/
Q

wo

GQT’Y"}/T+3 |U|2 dx)
(20)

for every A > C and every 7 > C.

The proof of this lemma can be readily deduced from the corresponding
result for parabolic equations included in [12, Remark 1.2, Chapter 1]. The
original result was stated for » = 0; then, using this result for the function
y"/%u € HE(S), we obtain (20).

The fourth and last technical result is an estimate which holds for any energy
solution of the heat equations with non-homogeneous Neumann boundary
conditions:

Lemme 7 There exists C > 0 depending only on Q0 and wgy such that, for any
T >0,ug € L?(Q), f1 € L?(Q), f2 € L*(Q)3 and f3 € L*(X), the weak solution

u of
Ut—Au:f1+v'f2 ZnQv

%-Ffz'n:fa on X, (21)
on
uli—o = o in

satisfies

Io(s,\ju) < C | s3\4 // e~ 23 u|? dt da + // e 25 f1|? dt dx
wox(0,T) Q

+ 5222 // 6_25“£2|f2|2dtda:+s/\// e—Qm*g*|f3|2dtda)
Q =

for every A > C and every s > C(T° + T*®).

(22)

Lemma 7 is essentially proved in [8]. In fact, the inequality proved there
concerns the same weight functions as in (22) but with ¢(7° — t) instead of
t9(T —t)?. Then, one can follow the steps of the proof in [8] (see Theorem 1 in
that reference) and adapt the arguments just taking into account that

Orev 1=y < C’T{m/9 and Opo = oy < C’Tzfll/g, (23)

with C' > 0 independent of s, A and T'.

3.2 Proof of Theorem 2

As we said in the Introduction, the task is reduced to prove the observability
inequality (4). In this section we denote by C' various positive constants which
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depends only on © and w (they depend also on the choice of 7° and wy, but one
can consider that these are determined by 2 and w).
We introduce the adjoint system

-t —Ap+Vr=0 1inQ,

V-p=0 in @,

(24)
p=20 on X,
Qli=r = ¢r in €,

and we denote by ¢; for j = 1,2,3 the components of ¢.
We are going to establish estimate (4) for i = 2. Of course, the same can be
done for i =1 and 7 = 3. One has the following result:

Proposition 8 There exists a positive constant C' depending only on Q and w
such that

SA“)// e (o1 [* + |ops|*)dt d + 5°N° // TN ol Pdt da

< s\ // e 25 (|1 | + |pa|?)dt da,
x(0,T)

(25)
for every s > C(T° +T*®) and every A > C.

Remarque 3 Starting from the Carleman inequality (25), one can follow the
steps in [11] and prove the observability inequality (4) for ¢ = 2. So, once
Proposition 8 is established, the proof of Theorem 2 is finished.

Proof of Proposition 8: Note that, by a simple density argument, we may
assume, without loss of generality, that ¢ is of class C% on [0, 7] x Q. We also
observe that, using the divergence-free condition, we have

Ar =0 in Qx (0,7).

Then, we apply the operator VA = (91 A, 92A) to the equations satisfied by ¢1
and ¢3. Introducing (1,43) := (VAp1, VAps), we have

Yi++AY; =0 1in Q, for j=1,3. (26)

We apply Lemma 7 to the components ¢ and to 13 with f; = 0 and fo =0
and we have

Io(s,x;wnuo(s,x;wgc(w // o €GP )
wo X O,T

—i—s)\// —2s0” O%ﬁl 2) dadt>,

O3
on

(27)



18 S. Guerrero

for every A > C and s > C(T° + T*®).

The rest of the proof is divided in three steps:

e In Step 1, we will prove that I(s, A\;11) and I(s, A;¢3) can be estimated
from below by the left hand side of inequality (25).

e In Step 2, we will estimate the normal derivatives appearing in the right
hand side of (27).

e Finally, in Step 3, we will estimate all the local terms by the local terms
of ¢1 and 3 appearing in the right hand side of (25).

Step 1:

1.1) Estimate of ¢1 and s:
We use Lemma 5 with » = 3, u := Ap; and u := Aps. We get the existence
of a positive constant C' such that

7\ // e (| A1 |? + |Aps[*)dt d
Q
< OO\ // e (| A1 |? + | Aps|?)dt da, (28)
ng(O,T)
Lo / / e (g + [o[?)dt da,
Q

for every A > C and every s > CT'8.

Next, we would like to recover some terms in ¢; and ¢3 and a term in
Vo1 and Vs using Agpy and Ags. This is done by applying Lemma 6 to
u = ¢i(t,) and u = @3(t, ) (which are functions in Hg () for t a.e.) and
r=>5:

7510 / 73 (1 ? + losf?) da + 762 / 7105 Vior | + [Vigal?) di <
Q Q

¢ (7530 [ @t anl + lapP)do+ x|
Q

wo

P (u? + |903|2)dx) ,

for every \,7 > C. Now, we take

_ sexp{18M]n°]loc)
(T — t)°

in this inequality. Observe that this can be done whenever s > CT'® and A > C
(recall that we must have 7 > C):

SN [ B (Pt fpul?) da 088 [ (T + Vi) o

§C<S5)\6/625555(|A<p1|2+|A(p3|2)d$+58)\10/
Q

wo

5812 + al?) dm) ,
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(the definition of £ is given in (13)). Then, we multiply this inequality by

e20A17° | oo
expl —2s— 4
PN TR (T oy
we integrate in (0,7") and we obtain (recall the definition of « also given in

(13)):

SN0 // e 298 (|1 |2 + |@3]?) dt dx 4 s5X\8 // e 205 (V1 |2 + |Vps|?) dt dx
Q Q

<c (sfuﬁ // 2965 (| A1 |? + | Ags|?) dt da
Q

LBAI0 / / o€l el dx) ,
wo X (0,

for every s > CT'® and every A > C. Combining this with (28), we get the
following estimate for ¢ and (3:

o0 [[ g (it oo deds + 508 [ [ eVl + (VP dida
Q Q
+5°\ // e 25 (|Ap1|? + |Aps|?)dt d
Q
<c (A [ el + palyaras
Q
T
+88)\10// ef2sa§8(|g01|2+|<p3|2)dtdx
0 wo

I / / AR |Aso3|2>dtdm> ,
wo X (0,

(29)
for every s > C(T° + T'®) and every A > C.

1.2) Estimate of ¢s:

We recall that the minimum of the weights e=2°® and ¢ is reached at the
boundary 92, where a = o* and £ = £* do not depend on z; see (13) for more
details. From the zero divergence condition dapo = — (141 + O3¢3), we find

0N // ™25 (£%)%|0aipa | dt dax = sON® // e (€ (1011 + Osips|*) dt d
Q Q

< CsO\® // e 255 (V1) + | Vs |?) dt da.
Q

(30)
Using that @390 = 0 and 2 is bounded, we have that

/ lpa|? da < C/ 0202 |* da
0 0
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where C' only depends on ). Since o* and £* do not depend of x, we also have:

sO\8 // —2507 (£9Y0 |0y |2 dt da < C'sON® // =257 (£4Y6| 99 |? dt dux.

Combining this with (30), we obtain

6/\8 // —2sa* |‘P2|2 dtdz < 36/\8 // _QSQ€6(|V<,01|2 + |V<p3| )dtdx
(31)

Step 2:
In this step, we estimate the boundary terms in the right hand side of (27),
that is, the quantity

1/2 OVAp, ?

on

1/2 OVAps

1/2)\1/2 —sa (% 1/2)\1/2 —sat [ ¢x
S e (&) S e (€") an

+
L2(%)

L2(%) '
Using integrations by parts, we readily have

2 2

1/2 IVAp,
on

1/2 OV Aps

1/2)\1/2 —sat (¢
stz (g 20V

81/2)\1/2675(1*(5*) +

L2(%)
< 1€)X ONY 2% o || L2 ars (o) | (5€7) /0N 265 o1 || 2oy
(€Y O 2 | L2 a5 ) ||(35*)7/9/\1/267801*<P3||L2(H4(Q2))
(recall that o* and £* do not depend on x). Our goal is to estimate these (tivcz

terms.
In order to do this, we first consider the function

L2(%)

SZ = 817/9)\1/267&1* (5*)17/930 = 0, (t)go

Let us point out that ¢, together with 7 := 60y (¢)r, fulfills the following problem
(see (24)):
—@t — A@‘f’ V% = —91,“0 iIl Q,

V-p=0 in Q,
~ (33)
=0 on X,
$|t:T =0 in Q.

From (17), we get
12l 20,7, 12(22) + |6l 1 (0,7, L2(0)2) < CllO1,e0l L2(Q)2-
From the definition of the weight functions (see (13)), we see that

|91,t| < OTS26/9/\1/26750/‘(§*)3 < 083)\1/2675&* (f*)B (34)
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for every s > CT? and every A > C so
2l L2 0,7, 12 (2)2) + [Pl 1 (0,7, 22(0)3) < CHSB)\U?@*SO‘*(5*)390||L2(Q)3~ (35)

Let now
(’5 — 87/9)\1/26_Sa (5*)7/990 = eg(t)(p.

It is clear that @, together with 7 := 05(¢)m, fulfills system (33) with 6; replaced
by #5. Using (18) with » = 1, we find

1@l 220, 7,59 ()9 )nm2 0,1522(92)3) < CU102,000 L2 (0,712 (2)%) T (B2,60) e L2 (0,752 (02)) ) -
(36)
Estimating the weight functions as in (34), we have

102, < OstT/ONY2em307 (¢)17/9 = O,

and
102,44 < CsPA\/2emse (€)%,

for every s > CT?, so

1Pl 20,7, 12 (0)3) + 1@ 22 (0,7522(02)2)

3)1/2,—sa” (f*)3cp||L2(0,T;L2(Q)3)>'

< O([|@lle2(0,;m2(03) + 18]l 1 0,7522(03) + I8
Using (35), we get

18Il 20,7119 ()2 + 1Bl 120,732 ()2) < Clls*AZe™ (5*)3<PHL2(0,T;L2(Q)3)3-7

Finally, we define the function o

(P* —. 8—1/3)\1/26—5(1* (f*)—l/ng'

The same computations performed with ¢ and @ and an application of (18)
with r = 2 lead to

llo*l 20,515 (2)3) < CUI@I 20,7, 12023y + | Pl 20,7502 (2)%)
+ HS3)\1/26750¢* (5*)330||L2(0,T;L2(Q)2))'

Combining this with (37), we get
o™l 20,7500y < Clls® X277 (€)3 0| 12(q)e- (38)

Thanks to an interpolation argument between the spaces L?(H®) and L?(H*),
estimates (37) and (38) provide

[|82/ON 2397 (€Y 29| | Lago s (ys) < Cll*AY2e™57 (6%)30 ]| 120y, (39)
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for A > C and s > CT?. Coming back to (32) and using (36) and (39), we find
that

2 2
51/2/\1/26—sa*(5*)1/2‘9VA</’1 + 81/2)\1/26—sa*(f*)1/28VA‘P3
o lpa L
< OlIs*A2e™ (€072 g,
(40)

for A\> C and s > CT".
This ends Step 2.

Putting together (27), (29) and (40), we have for the moment the following
inequality:

88)\10 // ef2sa§8(|901|2 4 |903|2) dtdx—i—sG)\S // 67280(*(&-*)6“02'2 dt dz
Q Q
sA\? // e (|A%p1 |2 + S2N2E2 VAR |2 + s* N Y Ay |?) dt da
Q

A2 // e (|A%p3)? + 2 A2E2 |V Aps |2 + 54)\4§4|Acp3|2) dt dx
Q

< C( 6)\// —2sa™ |g0|2dtdx+58)\10// _25a58(|§01|2+ |SD3| )dtdx
wo

+59)\6 // - e 2 (| Apr|? + |Aps|?) dt do
wo X

+s3\ // . e G (VA1 | + [VAps|?) dt dﬂ?) )
wo X (0

for every s > C(T? + T'®) and every A > C.

Now, we see that the first term in the right hand side can be absorbed by
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the left hand side as long as A > C'. For the moment, we have

88)\10 // ef2sa€8(|spl|2 + |S03|2) dtdx+56)\8 // ef2sa*(§*)6|802|2 dt dx
Q Q

sA\? //Q e (A% 01 |2 + SPN2E2 VAR |2 + s* N Y Ay |?) dt da
sA\? // e (A p3)? + S2N2E2 |V Aps|? + s* N Y Aps|?) dt d
Q
T
<c (A | o + loa) e i
0Jwo
+5°\ // e 255 (|Ap1|? + | Aps|?) dt do
UJQX(O,T)

Y / / oy E VAR 4 VAP dm> ,
wo % (0,

(42)
for every s > C(T? + T'®) and every A > C.

Step 3:

In this final step, we estimate the two last local terms in the right hand side
of (42) in terms of |p1]? and |p3|> and small constants multiplied by the left
hand side of (42).

We start by estimating the terms on VAp; and VAgs. Let w; be an open
subset satisfying wg CC wy CC w and let p; € C?(wy) with p; = 1 in wy and
0 < p;. Then, an integration by parts gives

s2At // e (VAL [* + [VAps|?) dt da
UJ()X(O,T)
< 53\ // pre” B2 (|VAp1|? + [VAps|?) dt do =
le(O,T)
— 53\t // pre 23 A20) Ay dt dx
UJ1><(07T)

s3

/\4
+ 2 / / Alpre2€9)| Ay 2 dt di
le(O,T)

— 53\ // pre 253 A2 0s Aps dt dx
w1><(O,T)

s3

)\4
+ // A(pre™ 293 | Aps|* dt da.
2 w1x(0,T)
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Using the Cauchy-Schwarz’s inequality for the first and third terms in the right
ahnd side and the estimate

|A(p1672sa€3)| S 082)\2656725(1’ s Z CT18, A Z C

for the second and fourth ones, we obtain for every € > 0
sPAt // e B (VAP > + |VAps|?) dt dx
ng(O,T)
< O // 205 (| Ay 2 + | Ags|?) dt de
le(07T)
+esA? // e (A% 1| + [APps)?) dt dx
Q
for every s > OT'® and every A > C. Using this in (42), we obtain
58)\10 // e—25a€8(|(p1|2 + |<P3|2) dt dz + 86/\8 // e—25a* (6*)6|‘P2|2 dt dr
Q Q
sA? // e 2% (|A%p1|? 4+ PN2E2 VA |2 + sT]A Y Ay |?) dt da
Q

¥ [[ gl + SXEITAGP + 5N D) dida
Q
T
<c (A [ o + lpaly e i
0 wo

+5°\6 // o) e 2 (|ap | + |A903|2)dtd$> ;
w1 X (0,

(43)
for every s > C(TY +T'®) and every A > C.
Let us now estimate Ag; (the same can be done for Ags). Let wy be an
open subset satisfying w; CC wy CC w and let py € C?(wy) with pp = 1 in w
and ps > 0. Then, integration by parts gives

s9\6 // e 2| Ay |2 dt do < s5N° // pae”25%E5 | Ay |? dt da
w1 X (07T) wo X (07T)

= —s°\0 // pae” 2 (VA - V) dt da
UJQX(O,T)

—5°\6 // V(pae 25%€5) - V1 Ap dt da.
OJQX(07T)

Using again the Cauchy-Schwarz’s inequality for the first term and estimate

|V(pae™259€%)| < CsAEBe 2% s> CT8, A\ >C
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for the second one, we obtain for every € > 0

s\ // e 25| Ay [P dt de < Ces™ A // e 25¢T|V iy |2 dt da
UJlX(O,T) UJQX(07T)

+esA? // e B3|V Ay |? dt do
Q

(44)
for every s > CT'® and every A > C. Finally, we locally estimate V¢; and
Vs in terms of p1 and @3 by a completely analogous argument:

sTAE // e BT (V1 |? 4 [Vs|?) dt dx
w1><(0,T)
S CESQ)\lo // 672sa§9(|901|2 + |903|2) dt dx
UJQX(07T)

tesBAS / / =25065 (| Ay |2 + | As?) dt da
Q

This estimate, together with (43) and (44), readily gives the desired
Carleman inequality (25). This concludes the proof of Proposition 8.

4 Some open problems

4.1 Local exact controllability of the Navier-Stokes system with two scalar
controls and general control subdomains

Let us consider the Navier-Stokes system

yr— Ay +(y-V)y+Vp=vl, inQ,

V-y=0 in Q,

(45)
y=0 on X,
Yli=0 = Yo in Q.

It would be interesting to know whether (45) is locally exactly controllable to
the smooth trajectories with controls having one vanishing component but with
no assumption on w. Let us recall that, in Remark 2, we proved that this is the
case when w satisfies (2).

Let us consider the quasi-Stokes system

yr — Ay +a(t, z)y + (B(t,z) - V)y +Vp=wvl, inQ,

V-y=0 in Q,
y=20 on 3,
Ylt=0 = Yo in Q.

We would like to prove that, when a and B are regular enough, this system is null
controllable with controls having one vanishing component and no assumption



26 S. Guerrero

on the control domain. Then, a fixed-point argument would yield the desired
result for the Navier-Stokes system.
Another approach relies on considering the Stokes system with a right-hand

side:
yr —Ay+Vp=ovl,+ f inQ,

V-y=0 in @,
y=20 on X,
Yli=0 = Yo in (2.

Here, one has to prove that, if e“/(T=%) f € L2(Q)? (for instance), there exists
v with one vanishing component such that y|;=7 = 0. Thanks to the quadratic
nature of the nonlinear term (y- V)y, this would provide a result for the Navier-
Stokes system, at least when 7 = 0.

These two properties for the linear systems seem to be open.

4.2 Local exact controllability of the Navier-Stokes system in a torus with
one scalar control

Let Ly > 0 and Ly > 0 and let Ty be the flat torus (R/L1Z) x (R/L2Z).
Consider the Navier-Stokes system with distributed control in some open set w.
For the sake of simplicity, let us suppose that the vanishing component is the
second one:

yr — Ay + (y- V)y + Vp = 1,(v1,0) in (0,T) x Ta,
V.y=0 in (0,7) x Ta, (46)
Ylt=0 = Yo in Ts.
The linearized system around 0 is the following:
yr — Ay + Vp =1,(v1,0) in (0,7) x Ty,
V-y=0 in (0,7) x Ta, (47)
Ylt=0 = yo in Ts.

Let us consider the space

Hy = {y:(yl,yg)EH: ygdx:()}.

T2
We recall that the Cauchy problem for (46) and (47) is well posed for an
initial data yo € L?*(T2)?, v1 € L?((0,T) x Ts) and y € L%((0,T); HY(T3))? N
H((0,T); H1(T2))?. Observe that Hy is invariant for (46) and (47). However,
(47) is far from being null controllable in Hy. Indeed, let n € Z, let
(A1,A2) € R? and let ¢ € C°°(T3) be defined by

2 2
C(z1,22) := Ay sin < nliml> + Ao cos < nliml> , V(z1,22) € To. (48)
1 1
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Let us multiply the second equation in (47) by (. Integrating this new equality
on Ty, simple integrations by parts show that, whatever is v; € L?(Q), any
solution y to (47) satisfies

d 4An2n7?
— [ Qyodr = —

—_— Cyodzx. 49
it Jr, = ), (49)

In particular
([ cno-cado #0) = iz 20).
T2

where e := (0, 1).

In order to get a null controllability result for the Navier-Stokes system, one
has to take into account the nonlinear term (y - V)y. This has been done in [5],
where the authors use the so called return method to prove a local result.

It would be interesting to know if the same result holds locally to the nonzero
trajectories of (46). The strategy developed in [5] does not seem to be able to
deal with this situation.
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Abstract

The motion of fluid interfaces often lead to singular events which
include pinching, break-up, coalescence, and cusp formation. Numerical
simulation can play a key role in the investigation of these fundamental
phenomena which is of significant scientific and technological interest.
This is however a formidable task which demands an accurate resolution
of disparate time and length scales and a faithful representation of physical
forces. A survey of front-tracking methods for the investigation of singular
or near singular events in interfacial rheology is presented. This review
is focused on immersed interface and boundary integral type methods.
Recent advances and some salient remaining challenges are also discussed.

Mots-clés: Front-tracking methods, break-up, coalescence, topological singu-
larities, multi-phase flows, surface tension
Classement AMS: 65N38 76B07 76B45 76B70 76D07 176D27

1 Introduction

The dynamics of fluid interfaces that bound drops, bubbles, jets, or layers
of fluids with different material properties is a source of intriguing and
fascinating singular and small-scale phenomena which include pinching, break-
up, coalescence, cusp formation, short capillary waves, and many of the
fundamental instabilities in fluids. These examples have inspired, over the
course of several decades, the development of many numerical approaches to
follow the motion of these free boundaries for a variety of flows. The methods
are broadly divided into two main types: front-tracking and front-capturing. In
a front-tracking method [58, 82, 36, 34, 35, 48], the fluid interface is evolved
in time by updating an explicit representation of the interface in the form
of links, elements, or Lagrangian markers. In contrast, in a front-capturing
approach the interface is embedded as a level set of a function defined in the
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entire fluid (computational) domain. This function could be an approximation
to the distance to the interface (level set method [57, 24, 76]), a volume
fraction of one of the two component in a two-phase flow (Volume-Of-Fluid
method [69, 63, 66, 60]), or a concentration-related order parameter (phase
field method [25, 3, 45, 13, 6, 46, 88]).

Despite significant advances, both approaches, tracking and capturing, have
shortcomings when it comes to dealing with topological singularities. In
tracking, a decision has to be made to allow or not a topological transition
(e.g. break-up, merging) and if so when and how an interfacial reconnection
is to be performed. The process remains unsatisfactorily manual and different
procedures can lead to dramatically different outcomes (see for example [56]).
On the other hand, in a front-capturing method, the transition through a
topological singularity occurs without user intervention. While this can be
advantageous for some applications that do not require small-scale details of
the flow, it is a serious drawback for the investigation of the interfacial rheology
immediately preceding a singular or near singular event. The realization of
such singular phenomena is very much flow-dependent. Real fluid interfaces
can remain in extreme close proximity for some time without reconnecting.
Unfortunately, a front-capturing method typically precipitates a topological
change under such conditions. Moreover, interacting fluid interfaces frequently
develop small-scale structure in the form of localized curvature variations, and
short, capillary waves which are difficult to resolve with a front-capturing
approach. Thus, despite post-singularity limitations, front-tracking methods
appear to be more suitable for the investigation of the interfacial rheology
leading to a potential topological singularity.

In this article, we review two classes of tracking methods for the investigation
of a potentially singular events in an interfacial flow. The methods considered
are based on the boundary integral approach and the immersed boundary
method. The presentation and discussion are focused on 2D flows. We present
an illustrative example of flow-induced drop coalescence and a case Rayleigh-
Taylor instability for both inviscid and viscous flows.

2 Boundary integral methods

Boundary integral methods are a powerful numerical tool for a specialized class
of problems. These methods have been used extensively to study the motion
of single or multiple drops or bubbles in Stokes flows (see e.g. the reviews
(1, 2] and [74, 52, 49, 91, 26, 28]). The boundary integral approach is attractive
because it reduces the problem to one defined on the interface only. Thus, it
provides a framework within which it is possible to achieve, at least in principle,
high resolution of interfacial quantities, which is necessary for the investigation
of the small scale phenomena that occur during the fundamental processes of
coalescence and break-up.

In what follows we are going to assume that we have a fluid interface or
immersed boundary T" represented in parametric form at time ¢ as X(q,t) for
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« € B. Here « is a Lagrangian parameter, not necessarily arclength, and B C R.

2.1 Inviscid flows

The first example we consider is a density-stratified fluid. The system consists
of two infinite layers of fluid which are inviscid, incompressible, and irrotational.
A fluid interface I' separates the layers. We denote the fluid quantities above
the interface with the subscript 2 and those below the interface with subscript
1. The fluid in each layer satisfies Euler’s equations

Bui
pi +u;-Vu; | =—=Vp; —pig (1)
ot
V-u; =0, (2)
for ¢ = 1,2, where p;, u;, and p are the density, velocity, and pressure

respectively. The constant force g represents the gravity acceleration. Due
to the assumption of irrotationality, we have that in the bulk fluid

Vxu =0 i=12 (3)

Two boundary conditions are imposed on I'. A kinematic boundary condition
which states that the normal velocity is continuous across I' and a dynamic
boundary condition which takes the form of the so-called Laplace-Young law

[pr = 7=, (4)

where [p|r denotes the jump of pressure across the interface I', x is the mean
curvature, and 7 is the surface tension coefficient. Note that, in consistency with
the kinematic boundary condition, the tangential velocity at the fluid interface
is not uniquely determined as it may have a jump discontinuity across I'.

In two dimensions, it is convenient to work with a complex position variable
z(a,t) = z(a,t) + iy(a,t) where x and y are the two components of X(a,t).
Closed (periodic) interfaces and open but periodically extended interfaces in the
horizontal direction are commonly used configurations. For the latter we have
z(a,t) = a+ p(a, t), where p(a, t) is a 2r-periodic function of «.

Taking the tangential velocity to be the average of the limiting velocities
above and below the interface, the interface evolves according to the Birkhoff-
Rott equation

Tt =g [ e eot (a0 - (0 0)da (5)
where the periodicity has been employed to obtain a closed form of the kernel.
In (5) Z is the complex conjugate of z and ~y is the unnormalized vortex sheet
strength. The above integral should be understood as the Cauchy principal-
value integral. If the interface is closed, then z(q,t) is a periodic function of «
the the Birkhoff-Rott equation becomes

1 s,
ﬁ(aj) T 2mi /_,T z(a,t) — z(o/, t) der’. (6)
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Using Euler’s equations (1) on both sides of I' we can obtain an evolution
equation for this vortex sheet strength in the form [8]:

dry B d?z 1 72
E =24 <R€ {Wza} + gaa <W + 9Ya + S/fou (7)

where A = (p1 — p2)/(p1 + p2) is the Atwood number and S = 7/(p1 + p2) is a
scaled surface tension parameter. Due to the first term in the right hand side of
(7), this is a Fredholm integral equation of the second kind for dv/dt. It can be
shown that this equation has a globally convergent Neumann series [8] and as a
result, it can be solved efficiently via fixed point iteration. Of course, if A =0
(density matched case) then dv/dt is given explicitly; this is the classical, inertial
vortex sheet case. Equations (5) and (7) completely determine the motion of
the free boundary.

2.1.1 Numerical methods

The design of numerical methods for (5) or (6) and (7) appears deceivingly
simple; just specify a quadrature @, to evaluate the integral in (5),
an approximation Dj to the derivative 0,, and a time stepping scheme.
Unfortunately, boundary integral methods for inviscid flows are notoriously
sensitive to numerical instabilities [50, 67, 30]. This problem is excerbarated by
the presence of surface tension as it contributes with nonlinear terms with high
order derivatives. In the case of 2D water waves, Beale, Hou, and Lowengrub [10]
showed that a delicate balance of leading order singular operators that exists at
the continuum level must be retained at the discrete level to achieve numerical
stability. As a consequence, @, and Dy cannot be chosen independently. The
stability analysis in [10] was subsequently extended to the more general case of
two-fluid interfaces with surface tension in [16].

The presence of surface tension also induces a time-step constraint to explicit
time integration schemes of the form

At < %(min As;)3/2, (8)

where As; = |z4|h is the spacing between Lagrangian markers, h = 27/N,
and N is the total number of markers or interfacial points. This constraint
is typically a severe one due to excessive clustering of Lagrangian points as
these are advected by the flow. The numerical stiffness introduced by surface
tension was a serious limitation to long time simulations of interfacial flows in
2D via boundary integral techniques. An efficient approach that overcame this
difficulty was proposed by Hou, Lowengrub, and Shelley [41]. The central idea
of their method is to employ more convenient variables to describe the interface
position, namely the tangent angle § and the arclength metric o = |z,], to
extract leading order terms at small scales (high wave numbers), and to treat
the latter implicitly. Indeed, in terms of # and o, we have that the curvature
has the simple form k = @00[. Henceforth, we denote with the subscript «
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differentiation with respect to that variable. This expression for the curvature
can be further simplified by selecting a parametrization or frame that produces
a spatially independent arclength metric |z,|, i.e. one in which the Lagrangian
particles remain equidistributed in arclength. Such a dynamic parametrization
change can be achieved by exploiting the freedom in specifying the tangential
velocity [41].

Let W = %, then we can write the flow’s normal and tangential components
of the velocity at T' as UN = —Im{e®W} and UT = Re{e?W} with Re and
Im denoting the real and imaginary parts respectively. The boundary integral
representation (5) and (7) can be reformulated in the new frame and variables

as
o= UT+U"), —0,U". (9)
1

0+

- [UY +0,(UT +UY)], (10)

_ o YA
n=5 (?)j (U™,
) 2 )
—2A {Re{aeth} + é (1) + gosin® — UARe{e®W,}| ,
0/«

where U4 is an added tangential velocity that can be used to control the spacing
of Lagrangian particles. In particular, one could choose a U4 that renders a
space-independent o that is equal to its average at all times

o(a,t) =<o >, (12)

where < - > stands for the mean in « over one period. It is easy to show that if
uA=-uT +/ [0.UN — (0, UN)] do/, (13)
0

then the constraint (12) is enforced at all times provided it holds initially. With
this choice of U4, (9) becomes the ordinary differential equation

o = —<9aUN> (14)

The leading order terms at small scales can be easily extracted from this
formulation. Extending the periodic integrand in (5) to the entire real line we
can write

L @), @
= ori ey = g+ [ a@etanadia (13

where H is the Hilbert transform defined by

IR

T ) ox—a

H[fl(e) =

(16)
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and g is a smooth function. Thus, it follows that
1
UN(av t) = %H[W](OQ t) + Rs [’7](0‘7 t), (17)

where R is a smoothing operator in the sense that if z(«,t) is a real analytic
function of o for t < T and o > 0 then the Fourier transform of R, satisfies
RJy] = O(e?I¥13) for large wavenumber |k|. Here, p > 0 is the width
of the strip of analyticity about the real axis. If z(a,t) is only C™ then
R.[y] = O(|k|~™4). Thus, at high modes,

1N

“Ua ~ 202 > ANl
where A = J,’H and by ~ we mean equivalent modulo a smoothing operator.
The evolution equations for 8 and v can now be written in a form that reveals
the leading order behavior at small scales:

1

et = T"QA[A/] + P, (18)
S
Tt = ;00404 + Q, (19)

where P is defined as the right hand side of (10) minus the high mode leading
term and @ is the right hand side of (11) without the surface tension term.
Note that both leading order terms in (18) and (19) are diagonal in Fourier
space. Consequently, a semi-implicit discretization in which these two terms
are treated implicitly while keeping P and @ explicitly produces a simple 2 x 2
linear system for each mode k. A forth order implicit/explicit SBDF method [4]
has been used successfully in several applications [41, 42, 16, 17, 18, 23].

The leading order terms at small scales (high modes) balance each other
out. Indeed, if we multiply (18) by A[f] and (19) by v/(2S0) and note that
oo = —A20 we obtain

2dt/ OA[0]dor = 2U,Z/A Yda + . (20)

15 dt/ = /A ~]do + . (21)

To guarantee numerical stability it is crucial to maintain this type of balance
among leading order terms at the discrete level. This balance and hence
numerical stability can be achieved with a spectral spatial discretization and
suitable de-aliasing filtering as proved in [16]. For both configurations, T’
closed or z(a,t) = a + p(a,t) with p(a,t) periodic, it is possible to obtain
a spectral discretization in « of the evolution equations (9)-(11). The Birkhoff
singular integral in (5) or in (6) can be computed with spectral accuracy via
the alternate-point trapezoidal rule [71, 70]

N/2

1
W, = o= E ~; cot §(zl — zj)2h, (22)
j=—N/241
(4 — i) odd
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where h = 27/N, with N even. This quadrature results from Richardson
extrapolation and cancels out the kernel’s singularity. Derivatives with respect
to a can be computed (pseudo) spectrally via the Fast Fourier Transform (FFT).

2.1.2 Potential pinch-off in unstably stratified 2D flows

One of the fundamental instabilities in incompressible fluids takes place at the
interface of two fluids with different densities when the lighter fluid is accelerated
into the heavier fluid [31]. This instability is called Rayleigh-Taylor (RT) [65, 77]
and is believed to play a preeminent role in fluid mixing which is important in a
wide variety of applications. Due to its fundamental relevance and applications,
several numerical studies have been performed [27, 7, 64, 9, 78, 33, 39, 35, 84, 5,
40] and the RT instability has also served as a test case for numerical methods
of multi-phase flows [38, 11, 63, 16, 60].

In the absence of any regularizing mechanism, an unstably stratified inviscid
fluid system is linearly ill-posed due to the RT instability. Surface tension
tension can provide a physically-based regularization to the RT instability and
at the same time also be a driving force in nonlinear regimes. A number of
experimental [83] and numerical studies [78, 11, 60, 16] of the RT instability
have shown that for an interface that is initially a single-mode perturbation
of a flat sheet (single-mode setup), at small to moderate Atwood numbers,
the interface develops thin fluid fingers that subsequently roll-up and form a
mushroom shaped configuration. However, in some of the numerical studies that
show roll-up and eventual drop formation there is no surface tension and thus the
regularizing mechanisms are purely numerical. Thus, to understand the critical
effects of surface tension it is of paramount importance that these are captured
accurately and are not overshadowed by numerically induced regularizations.
This is particularly relevant near a potentially singular event such as pinch-off
or drop formation. The spectrally accurate, non-stiff, boundary integral method
described in 2.1.1 provides an effective tool for such an investigation in the case
of inviscid flows.

As an illustration of the importance of surface tension effects on the long-
time motion of an unstably stratified inviscid fluid we consider a case originally
reported in [16] of an initial single mode perturbation

z(a,0) = a + ie cos(2mar), (23)
v(a, 0) =0, (24)

where ¢ = 0.1 and we take A = —0.1, ¢ = 10, and S = 0.005. Figure 1 shows
the time evolution of the interface for a calculation employing N = 1024 and
At = 1.25x 1074, Near t = 0.8, the interface becomes vertical in two symmetric
positions about x = 0.5. Two small fluid fingers develop and subsequently
roll up. A close-up look at the subsequent dynamics is presented in Fig. 2
where capillary waves emanating from the rolled up fingers could be clearly
observed. Opposite to the finger tips of the heavier fluid, small bumps with
high curvature develop and the two opposite sections of the interface approach
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Figure 1 — Unstably stratified inviscid flow: Time evolution of the interface with
A= —0.1and S =0.005. N = 1024 and At = 2.5 x 1074,

each other during roll-up. During this process a thin film ensues and the
interfacial portions in close proximity develop large curvatures as the thin film
drains. Figure 3a shows the interface profile at t = 1.785 and Fig. 3b displays
the minimum interfacial separation or thin film thickness which continues to
decrease in time. The monotone behavior of the thin film thickness is a strong
indication of a finite-time topological singularity formation. A fit to a curve
of the form d(t) = C(t. — t)?/3, shown as a solid line in Fig. 3b, shows good
agreement with the numerical data. This suggests that the interface might
collapse with a 2/3 exponent but a further numerical and analytical study is
needed to have a more conclusive answer; this is still an open problem.

A remarkably similar topological singularity formation was also observed
by Hou, Lowengrub, and Shelley [42] in their investigation of vortex sheet
(density matched) undergoing Kelvin-Helmholtz instability in the presence of
surface tension. The coinciding aspects of these two different problems, Kelvin-
Helmholtz instability and RT instability, suggests that surface tension leads
to and ultimately determines the type of interfacial collapse. This topological
singularity is truly surprising as it is driven by surface tension and it takes place
in a 2D flow where the azimuthal component of the curvature is absent.
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Figure 2 — Unstably stratified inviscid flow: A = —0.1 and S = 0.005. Sequence
of interface positions. N = 2048 and At = 1.25 x 10~%.
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Figure 3 — Unstably stratified inviscid flow: A = —0.1 and S = 0.005. (a)
Interface position at ¢ = 1.785 and (b) minimum separation against time. The
circles represent the computed values and the solid line a fitted curve of the
form d(t) = O(t, — t)?/3.
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2.2 Stokes flows

The problem of flow-induced drop coalescence has received considerable recent
attention due to the role that this process plays in the formation of polymer
blends, which is currently the major route to new polymeric materials with
desired macroscopic properties. The understanding of the conditions for
coalescence and their dependence on fluid and flow properties is critical for
controlling this process.

In coalescence experiments with drops whose diameters are O(100)
microns [47, 86], the Reynolds number Re, which is a relative measure of inertia
versus viscous forces, is very small and inertia can neglected (Stokes flow). In
such situations, a boundary integral representation of the interfacial velocity
can be obtained in terms of the jump in the interfacial surface force. This
representation, as a computational method, was first described by Youngren and
Acrivos [87] and since then significant progress has been made in the extensions
of the boundary integral formulation and on improvements of its accuracy as
reviewed by Pozrikidis [61, 62].

Let us consider two drops of Newtonian fluid with viscosity g surrounded
by an unbounded Newtonian fluid of viscosity pe and affected by an external
flow field u>. Neglecting inertia terms, the velocity components u; on the
drop surfaces S; and Se can be written in the following boundary integral
representation (using the summation convention over repeated indices) [61] :

u;(xo0) = H_L/\U?O(XO) - m /s Gij(x,%0)[fi(x)]s dS(x)

+(222) L 0T, x0)na(0) dS ),
<1+)\ i Jg

(25)

for xo € S and j = 1,2,3. Here A\ = pg/pe, S = S1 + S2, ny denotes the
components of the (outward) unit normal, and [f;(x)]s expresses the jump
in the interfacial force. For example, in the case of uniform surface tension
[fi(x)]s = 2Tkn;, where 7 is the surface tension coefficient and & is the mean
curvature, is the classical Laplace-Young formula. In (25), G;; is the Stokeslet
tensor (free space Green’s function)

Gij(x,%0) = i + (i — zoi)(; — xoj), (26)

x ol l[x —xol[?

where 0;; is the Kronecker delta. T3 is the associated stress tensor

(zi — woi)(®j — zoj)(Tk — Tok)
[|x — xol[®

T;jk(x,x0) = —6

(27)

The integral involving G is known as the single-layer potential while that
involving T is referred to as the double-layer potential. Given the interfacial
force jump [f]s, (25) represents a Fredholm integral equation for the interfacial
velocity. When the viscosity of the drop and the ambient fluid are matched the
velocity is given solely by the single layer integral.
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Due to the non-removable singular nature of the integrands in both the
single-layer potential and the double-layer potential the design of quadratures
with high order uniform accuracy is a challenging problem. The following two
flow identities

/5 Gy (%, x0)ns(x)d S (x) = 0. (28)
/STijk(x, X0)ng(x)dS(x) = —47nd;;, (29)

for xg € S, are often employed to ameliorate the singularities and to produce
bounded integrands. However, it is important to note that higher order
derivatives of the integrands remain singular. In addition, the evaluation of
the integrals in three dimensions is a costly operation. While there has been
some progress in the application of fast multipole techniques to expedite the
computation of these boundary integrals [90], the level of resolution and high
accuracy required in the 3D exploration of topological singularity events, such
as coalescence and break-up, remains largely unattainable.

To reduce the computational complexity, often an assumption of axial
symmetry is taken. With this axi-symmetric flow assumption an analytic
integration around the axis of symmetry can be performed using cylindrical
coordinates and the surface integrals in (25) reduce to line integrals over the
curve C' traced by the drops on a plane with fixed (zero) azimuthal angle (see
e.g. [61]). The resulting kernels of these line integrals can be expressed in terms
of complete elliptic integrals [61]. Using (28)-(29) and the trapezoidal rule it is
possible to obtain second order quadratures for the line integrals. Recently,
higher order quadratures with error corrections obtained from asymptotic
expansions have been proposed in [19].

The components of the normal as well as the curvature can be evaluated
with standard finite differences, with splines, or spectrally. To evolve the fluid
interfaces (the trace C' of the drops) we again have freedom in specifying the
tangential velocity. Thus, we may write

88—’; =u+ U, (30)
where t is a unit tangent vector. Equation (30) can be integrated with a high
order Runge-Kutta method or a multi-step method.

The following example of flow-induced coalescence in axi-symmetric
geometry illustrate some of the computational challenges to investigate this
important singular phenomenon.

2.2.1 Drop coalescence

In a drop coalescence problem the interfacial region of interaction, which is
expected to experience the largest deformation, is very much fixed or can be
easily predicted. As a consequence, high resolution can be obtained adaptively
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by specifying the additional tangential velocity U4 so that
o(a,t) = R(a) < o >, (31)

where R > 0 is a smooth function of mean one. Naturally, R should be chosen to
be small around the interaction region that requires high resolution. Examples
of such a R have been presented in [41, 85].

In a Stokes flow approximation coalescence cannot occur in finite time due
to lubrication forces unless long-range, van der Waals-type of forces, are taken
into account. To a first approximation, these could be modeled by introducing
a disruptive pressure into the interfacial force jump so that the surface tension
force gets replaced by

¥

0)s = 2wm; = 7ol (32)
where A%, is a scaled Hamaker constant and h(x) is the drop-drop separation
distance (see e.g. [47]).

We present next results originally reported in [85] for a numerical
investigation of flow-induced coalescence of two equal-sized drops in axi-
symmetric flows. The simulation is performed with using the boundary integral
formulation described in this section. Normal and tangent vectors, as well as the
curvature are computed spectrally by periodic extension of the drop position
variable X(«,t). An adaptive Lagrangian mesh is obtained by employing a
U# to enforce (31) with a judiciously chosen R to accurately resolve localized,
high curvature regions and integration of (30) is performed with a second
order Runge-Kutta scheme. The flow is characterized by a capillary number
Ca = ueGR/7, where G is the strain rate of the imposed, steady, bi-axial flow
u™ (to simulate head-on collisions), and R is the radius of the undeformed
drops. The viscosity ratio is A = 0.19, R = 27.2um, and A} = 4.99 x 10711,

Figure 4 compares the center-to-center distance d of the drop as a function
of the dimensionless time tG for an experiment with that obtained from the
boundary integral simulations for Ca = 0.0207. The insets display the computed
drop profile at ¢t = 0.815 when d = 2R and at tG = 2.041. The numerical
simulation predicts very well the drainage time of the thin film separating the
two drops as well as their deformation. Moreover, with the numerics we can look
at the interfacial deformation in the neighborhood of the contact region (thin
film shape). Such an observation is impossible in the experiments. Figure 5
presents a close-up of the thin film change as it evolves dynamically. The
fluid interfaces experience a large deformation at the impending collapse. High
resolution is essential for capturing this singular event.

3 Immersed boundary-type methods

Fluid interfaces that bound drops, bubbles, and layers composing multi-phase
systems can be viewed as immersed structures or boundaries interacting with
the flow. There is a myriad of technologically and scientifically important
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Figure 4 — Comparison of experimentally measured center-to-center distance
(d/R) versus time ¢G with numerical values from boundary integral simulation.
Ca = 0.0207, A = 0.19.

problems that can be also described as the interaction of a flow (often of a
processing nature) and immersed structures which could be solid or fluid, elastic
or rigid, and could come in a broad range of length scales, from nano to macro.
Aerodynamic design, insect flight, swimming of microorganisms, cardiac fluid
dynamics, and processing of polymeric materials are just a few examples.

The Immersed Boundary (IB) Method introduced by Peskin [58] is a
versatile tool for simulating flow-structure interaction for a wide range of
applications [59]. The method employs a Lagrangian representation of the
immersed structures and their interfacial forces and an Eulerian description
of the flow variables (velocity and pressure). The Lagrangian description
(tracking) of the immersed boundaries, which does not have to conform to the
Eulerian grid, provides a vast structure-building capability while the Eulerian
flow description permits the use of efficient flow solvers. The power of the IB
Method lies in a seamless connection of the two descriptions by the use of two
operations: spreading (of interfacial forces) and interpolation (of velocity at the
immersed boundary), both achieved via mollified delta functions.
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Figure 5 — Profile of the thin film gap as it evolves in time (top to bottom).
Ca = 0.0207, A = 0.19.

To describe the method, let us consider an incompressible, Newtonian fluid
occupying a domain 2 C R", n = 2,3. Inside this domain we assume that
there is an immersed, neutrally buoyant, elastic structure (also referred to as
boundary or interface). This fluid-immersed interface is composed of a system
I' of elastic fibers whose position at any time ¢ is represented in Lagrangian
form by X(s,t), where s € B is a Lagrangian parameter. The interface I' need
not be closed or even continuous. The governing equations are:

p(%—f—u-Vu) = —Vp+uViu+f, (33)
V-u=0, (34)

0X
E - U(X,t), (35)

where p and p are the density and viscosity, respectively (both assumed to
be constant in the original formulation of the method). Here u(x,¢) and
p(x,t) are the velocity field and the pressure, respectively, described in terms of
the Eulerian, Cartesian coordinate x. The term f represents the singularly
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supported interfacial (tension) force of the immersed structure acting onto
the fluid. The system (33)-(35) is supplemented with initial and boundary
conditions. For concreteness in this discussion, let us assume periodic boundary
conditions and that € is a rectangular domain in the plane.

The seamless connection of the Lagrangian representation of the immersed
structure with the Eulerian representation of the flow is achieved via the
identities:

0X
5 = A u(x,t)o(x — X(s,t))dx, (36)
f(x,t) = /BF(X(-, ), 8,t)0(x — X(s,t))ds, (37)

where 0 denotes the Dirac delta distribution. In the IB Method, § is replaced
by §n(x) = dp(z)dp (y) and dy, is an approximation of the one-dimensional delta
which has a support of O(h). Thus, interfacial forces are actually spread onto
the fluid domain via the discrete version of (37). In (37), F represents the elastic
force density of I' and is described in Lagrangian coordinates. It is typically a
nonlinear function of the interfacial configuration, F = A(X). For example, if
the tangent direction t along the fibers varies smoothly and if the local elastic
energy density is assumed to depend only on the tangential strain |%—)S(| then

F(X,s5,0) = 2 (T ('8){ ) t) , (38)

0s 0s
where T(|%—)§ ) is the fiber (interfacial) tension. In particular, if T is constant,
we obtain the uniform surface tension force of a clean (surfactant-free) fluid
interface.

In a large number of applications, the structures (immersed boundaries) are
very stiff and strong tangential forces on these interfaces induce severe time-step
restrictions for explicit discretizations [73, 72]. Fully implicit methods and some
suitable semi-implicit schemes remove this hindering constraint but seemingly at
a cost that renders these options impractical [80, 54]. Recently, there has been
some progress towards obtaining robust and practical semi-implicit methods in
2D [55, 44, 43, 15] but the corresponding 3D problem remains largely unsolved.

The IB approach can also be used in the case of variable material properties,
i.e. for multi-phase flows by endowing it with a procedure to update p and p in
time. This is however a nontrivial problem as these material properties might
have large (several orders of magnitude) discontinuity jumps (e.g. air-water)
across fluid interfaces. Since the material properties are constant in each of the
bulk phases and the interface motion is limited by the CFL condition to less
than a mesh size in each time step, it is computationally appealing to update
these quantities only in a vicinity of the fluid interface.

Several approaches have been proposed in the literature to address this
problem. In tracking methods, the simplest procedure would be to sweep
the discrete interface element-wise and identify on which side of each element
(line segment) the Eulerian grid points next to it appear. However, this
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straightforward local procedure [81] yields incorrect results when two interfaces
or two disparate segments of the same interface lie too close to each other [82,
79]. To prevent this problem, a more global approach, where the whole
interface is examined for each Eulerian grid point, must be used. Unverdi and
Tryggvason [82] proposed a fluid indicator of this type which is built as the
solution of a Poisson equation. This equation incorporates the global properties
of the interface and can be fast and efficiently solved for typical rectangular
domains. However, it must be solved on the entire computational domain and
does not take advantage of the fact that the material quantities only change in a
vicinity of the interface. Moreover, as reported in [79], this procedure produces
oscillations near the fluid interface and inaccuracies away from it.

In the Level Set Method approach [57], the interface is implicitly given
by the zero level set of a function ¢ initialized as the signed distance to the
fluid interface. Unlike the material properties themselves, ¢ is continuous and
can thus furnish a natural fluid indicator for multi-phase incompressible flows.
Moreover, ¢ can be evolved easily via a simple advection equation. Inspired
by this observation, a hybrid Level Set-Front Tracking (LeFT) approach was
first proposed in [14]. In this hybrid setting, the IB Method equations are
supplemented by the level set equation

99

5, tu Vo =0, (39)

and the momentum equation changes to

ou

() (E +u- Vu) =-Vp+V-pu(¢) [Va+ VuT} +p(o)g +f£. (40)

Note that the interfacial force f is obtained from the explicit Lagrangian
representation of the immersed boundary X(c,t) using (37) and the interfacial
configuration is evolved employing (36). Thus, in this hybrid formulation, the
level set function is solely used as a fluid indicator. Given ¢, the material
quantities are obtained by the relations

p(¢) = p1+ (p2 — p1)H(9), (41)
(@) = pa + (p2 — 1) H (), (42)

where p1, po and p1, po are the constant densities and viscosities, respectively
and H(¢) is the Heaviside function defined by

~_J0 if¢ <0,
H(¢)_{1 it ¢ > 0. (43)

Updating ¢ through (39), as it is usually done, quickly leads to a loss of the
distance function property of ¢ (|[V¢| = 1) due to flow distortion and a re-
initialization or re-distancing procedure [76], in which an auxiliary PDE is solved
to try to restore ¢, has to be employed. Moreover, the evolution equation (39) is
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solved in the entire computational domain and the local nature of its variation
is usually not exploited. An alternative, computationally optimal scheme to
compute ¢ was proposed in [21]. The central idea is to employ a fast algorithm
(Closest Point Transform, CPT) from Computational Geometry [53]. This
geometric approach replaces the standard procedures for updating the level set
function with an efficient strategy to obtain the signed distance function locally,
at optimal cost, and at machine precision for a piece-wise linear representation
of the fluid interface.

There has been a recent trend to develop hybrid approaches in an attempt to
overcome some of the inherent limitations of traditional tracking and capturing
methodologies [60, 75, 14, 32, 29, 21, 89]. The hybrid level-set/front-tracking
approach is a particular example of such hybrid strategies that seek to exploit
the best features of two different approaches by merging them into one method.

3.1 Adaption

Due to the multi-component nature of the flow, the fluid interfaces are subjected
to surface tension which plays a fundamental role in nearly all multi-phase flows
of physical interest. The presence of a fluid interface acting with a singular force
leads to large gradients localized in a vicinity of the free boundary. Moreover,
surface tension can induce the production of focused centers of vorticity and
to other small scale phenomena whose adequate capturing often demands
computationally prohibitive fine resolutions to uniform grid approaches. This
problem can be overcome with a judicious use of a local mesh refinement
technique.

In the context of the IB and IB-based methods spatial adaption has been
incorporated in the form of adaptive mesh refinements (AMR) by Roma, Peskin,
and Berger [68] and more recently by Griffith, Hornung, McQueen, and C.
S. Peskin [37] and by Ceniceros, Roma, da Silveira-Neto, and Villar [22].
This approach employs the hierarchical grid structure proposed by Berger and
Colella [12]. Regions of the flow bearing special interest (such as neighborhoods
of a fluid interface, regions of high vorticity, etc.) are covered by block-
structured grids, defined as a hierarchical sequence of nested, progressively finer
levels (composite grids). Each level is formed by a set of disjoint rectangular
grids and the refinement ratio between two successive refinement levels are
constant and equal to two. Ghost cells are employed around each grid, for
all the levels, and underneath fine grid patches to formally prevent the finite
difference operators from being redefined at grid borders and at interior regions
which are covered by finer levels. Values defined in these cells are obtained
from interpolation schemes, usually with second or third order accuracy, and
not from solving the equations of the problem. The description of composite
grids is given in greater details in [12].

There are three main steps in the AMR approach. Flagging: a decision is
made to mark a particular set of cells whose collection gives the region where
refinement is to be applied. Grid generation: grids in each level are generated
according to the flagged cells by applying the algorithm for point clusterig due to
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Berger and Rigoutsos [51]. Multi-level solves: effective iterative methods to solve
the linear systems that arise in the projection method on the composite grid
need to be employed. Multi-level multigrid methods are typically the natural
choices and these can be implemented on a level-by-level basis.

3.2 RT instability in viscous flow

As we have seen, for inviscid 2D flows at small to moderate Atwood numbers,
the interface develops thin fluid fingers that subsequently roll-up and appear to
eventually collapse with the adjacent fluid interface giving rise to a topological
singularity [16]. A relevant question is how small but finite viscosity would
affect such a singular event. Recently, a first examination of the problem has
been presented in [22] with the use of an AMR-based LeFT method. The setup
in [22] is same as that in the aforementioned inviscid case with the exception of
nonzero (10~%, cgs units) matched viscosities. Specifically, A = —0.1, 7 = 0.005,
and g = 10. The computational domain is the rectangle Q = [0, 1] x [-1.5, 1.5],
the velocity satisfies the homogeneous Dirichlet condition at the north and at
the south borders, and periodic condition in the horizontal direction.

Snapshots of the interfacial profile during the late stages of the motion are
presented in Fig. 6. While there is a similar dynamics to that in the invisicid
case there are also notable differences in the fine structure of the fluid fingers
(c.f. Fig. 2). There are traces of capillary waves emanating from the fingers
as in the inviscid counterpart but the interface motion in the viscous flow is
much more complex and the fingers undergo a more pronounced deformation
and a stretching leading up to a formation of thin, filament-like structures
(t = 2.28). The close proximity of interfacial segments suggests a possible
pinch-off scenario as that in the inviscid case [16]. However, a close look at the
time behavior of the minimum distance between adjacent, opposite interfacial
segments, Fig. 7, reveals a contrasting outcome. Slightly before ¢t = 2.26, the
decrease of the minimum distance saturates, as clearly indicated by the two
highest adaptive resolutions, 32 x 64 L6 and 32 x 64 L7, equivalent to uniform
grid resolutions of 1024 x 2048 and 2048 x 4096, respectively. This behavior
is reminiscent of the near pinching roll-up observed in a 2D viscous interface
undergoing Kelvin-Helmholtz instability where viscous effects appear to prevent
finite-time pinching [20, 43]. For the unstably stratified flow, the effects of a
viscosity stratification (whether or not this might induce pinch-off) remain to
be investigated.

4 Concluding Remarks

As the examples presented here illustrate, the accurate capturing of
topologically singular or near singular events in the dynamics of fluid interfaces
is a challenging problem. But the investigation of these striking events could
help to elucidate fundamental phenomena in interfacial rheology as well as to
provide an examination of the range of validity of the underlying models.
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Figure 6 — Unstably stratified viscous flow: A = —0.1 and 7 = 0.005, px = 10~*.
Interfacial profiles.

Topological singularities are not to be taken for granted; they constitute
a complex process which is very much flow-dependent and largely not well-
understood. The numerical investigation of this type of interfacial problems
demands a judicious selection of accurate numerical approaches to ensure that
these extremely important singular events are not induced numerically.

We have focused here on 2D problems and on front-tracking methodology
based on boundary integral and immersed boundary approaches. More
effort is needed to develop the corresponding methodologies in 3D to the
level that is required for investigating the small scale details of singular
events such as flow-induced coalescence or drop break-up. A strong synergy
among theory, experiments, and numerical simulations seems indispensable
for the investigation of these important processes. In particular, one could
check the accuracy of the theory by comparing experimental results with
numerical predictions and as a result improve the models to more faithfully
capture the underlying physics. In particular, the numerical investigation of
topologically singular problems with models that take into account molecular
force interactions coupled to the (macro) flow and that more accurately describe
the de facto varying material properties in the vicinity of a fluid interface as
well as non-uniform surface tension due to surfactants remains an open and
challenging field, particularly in 3D.
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Resumen

“Todo cambia constantemente, todo fluye (panta rhei), todo es
devenir” Herakleitos (Efeso, 540 a. J. C.).

La visién de este universo en constante evoluciéon ha cambiado en el
ultimo siglo. Se expone cémo el determinismo cientifico se desvanece ante
la presencia de los atractores extranos, y se plantean vias para abordar
el estudio de la complejidad dindmica que se manifiesta en la mayoria de
los fenémenos. Con la mente puesta en los procesos biolégicos, se propone
establecer una jerarquia en la complejidad dindmica a través de adecuadas
secuencias de bifurcaciones locales. La propuesta parte de suponer que
toda dindmica global se puede desplegar desde una singularidad que actia
como semilla. Algunos resultados refuerzan esta propuesta y se vuelven
muy ttiles para comprender la dindmica de sistemas (redes celulares) que
surgen por acoplamiento de sistemas mds sencillos (células).

Palabras clave: Caos, atractores extranos, desplieques de singularidades
Clasificacién por materias AMS: 37Dxx 87Grx

1 Determinismo e indeterminismo cientifico

En la concepcion del mundo que sigue al Helenismo, el reposo era el estado
natural de las cosas. A pesar de que el reposo absoluto repugna a la mente tanto
como el vacio o la nada, esta concepcién se mantuvo hasta los albores de la Edad
Moderna. La refutacion del geocentrismo a partir de las propuestas de Giordano
Bruno y Copérnico, confirmadas por las observaciones de Galileo, supuso un
transito paulatino hacia una visiéon dindmica del universo. Sélo a través de un
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cambio de mentalidad de este tipo se podria haber llegado a la nocién de inercia
y a las leyes fundamentales de la Mecédnica Clasica, establecidas por Newton. En
la actualidad la sentencia de Heraclito de Efeso es inherente a nuestra visién del
mundo y toda la actividad cientifica parece interesarse en ultimo término por
alguno de los muchisimos procesos en los que descomponemos el permanente
cambio del universo.

Aislado, si es posible, uno de estos procesos de la frecuente interaccién de
otros fendmenos, se determinan y miden las magnitudes que intervienen y se
postulan las leyes que parecen gobernar su comportamiento. Las medidas de
las magnitudes se traducen a variables estado, que toman valores en espacios
dotados de la estructura matemaética necesaria para formular las leyes del
comportamiento, y tratar de predecir la evolucion de las variables. Se construye
asi lo que se conviene en llamar un modelo matematico.

La segunda ley de la Mecanica Clasica y otras leyes del comportamiento
de los cambios fisicos méas elementales se expresaron mediante ecuaciones
diferenciales cuyas soluciones deberian de ajustarse cuantitativamente a
las observaciones experimentales. En muchas ocasiones este objetivo se
alcanzé satisfactoriamente, y resolver ecuaciones diferenciales parecia la ruta
principal hacia el conocimiento del medio fisico. Esta idea se coronaba con el
bien conocido pronunciamiento determinista de Laplace.

Con demasiada frecuencia las soluciones de las ecuaciones diferenciales
no eran expresables mediante funciones elementales, lo que impulsé la
generalizacion del concepto de funcién y el desarrollo del analisis funcional. Es
en este nuevo contexto donde se formula el concepto de problema bien planteado
(unicidad y regularidad de la solucién respecto a las condiciones iniciales),
punto de partida para un desarrollo teérico que se inicia a finales del siglo XIX
acorde con el ideal determinista. El desarrollo de los métodos numéricos ha
empujado en esta direcciéon y en la actualidad muchos procesos, especialmente
aquéllos que se modelan mediante ecuaciones en derivadas parciales, se tratan
de acuerdo con las exigencias del problema bien planteado. Su formulaciéon ha
de garantizar la existencia y unicidad de solucién, que podran ser simuladas
mediante aproximaciones en espacios funcionales donde se aplican los diferentes
algoritmos numeéricos.

Desde esta conviccidn determinista se puede explicar la propuesta de estudiar
la estabilidad del sistema solar, reto de finales del siglo XIX que contaba con
un premio de la corona sueca. Sin embargo, como consecuencia del famoso
trabajo [39], con el que H. Poincaré accede al galarddén, surgird la alerta
sobre la predicibilidad cientifica de los modelos matematicos. Sobre una seccién
transversal a una érbita periddica de un campo vectorial, Poincaré definié un
difeomorfismo, conocido hoy en dia como la aplicacién que lleva su nombre, a
fin de reducir el estudio de las soluciones en un entorno de la érbita periddica
al andlisis de las iteraciones de dicho difeomorfismo. El punto de corte p de la
secciéon transversal con la érbita periddica es un punto fijo de dicha aplicacién.
Cuando este punto es hiperbdlico de tipo silla existen dos variedades invariantes
que se cortan en dicho punto. Una de ellas, la estable, es tangente en p al
autoespacio estable, y las iteraciones positivas por la aplicacién de Poincaré de
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todos sus puntos convergen a p. La otra variedad, la inestable, es la variedad
estable para la inversa de la aplicaciéon de Poincaré. Ambas variedades se pueden
cortar en un punto z # p que recibe el nombre de punto homoclinico. Las
sucesivas imagenes de z por la aplicaciéon de Poincaré y por su inversa son de
nuevo puntos homoclinicos, que obligan a las variedades a intersecarse una y
otra vez, formando una marana cuya complejidad fue destacada por Poincaré.
A pesar de esta llamada de atencién, el estudio de la posible complicacién
dindmica asociada a la presencia de intersecciones homoclinicas no se inici6 de
inmediato y su desarrollo tuvo lugar a partir de los afios sesenta, en los términos
que resumiremos mas adelante. Mientras tanto, salvo planteamientos como el
principio de incertidumbre de Heisenberg, la fuerte concepcién de un universo
regido por un principio determinista (“Dios no juega a los dados”) mantuvo
el estudio cuantitativo como la via principal para comprender el universo
que nos rodea. Esta idea se reforzé con la llegada de los computadores en la
segunda mitad del pasado siglo hasta llevar a Von Neumann, en una reedicién
del principio determinista de Laplace, a vaticinar el éxito de los prondsticos
meteorologicos mediante una nutrida red de toma de datos y un seguimiento
numérico de los modelos correctamente planteados. Sin embargo, como una
linterna que a la vez que proyecta luz en una direcciéon determinada ilumina
también el entorno que le rodea, los avances del cédlculo numérico ayudaron a
vislumbrar su propia frontera. En su bien conocido trabajo [28], E. N. Lorenz
desvelé que el tratamiento numérico del flujo de un campo tridimensional
cuadrético simulaba una dindmica asintética (el atractor de Lorenz) de una
complejidad geométrica sorprendente y de total impredecibilidad debida a
la amplificacién exponencial de los errores iniciales. Puesto que el campo
estudiado por Lorenz era una simplificacién de ciertos desarrollos de Fourier
en las ecuaciones que gobiernan los fenémenos de convecciéon atmosférica, las
predicciones meteorologicas parecen estar fuera de un pronéstico fiable en plazos
temporales deseables.

Después del trabajo de Lorenz y al amparo del desarrollo del célculo
numeérico, abundantes publicaciones presentaron modelos sencillos (campos,
o iteracién de difeomorfismos o aplicaciones, todos en baja dimensién) cuyo
tratamiento numérico mostraba la presencia de una gran complejidad dindmica
que aparecia después de una secuencia tipica de transiciones. Las primeras
de estas publicaciones [14],[22], entre otras, aportaron ejemplos candnicos
cruciales para orientar en el futuro el estudio de la complejidad dindmica. Por
su protagonismo en el desarrollo de este articulo adelantamos la familia de
difeomorfismos H,p(z,y) = (1 — az? + y,bx) estudiada por Hénon [22], en
la que se muestra, para a = 1.4 y b = 0.3, la existencia de una dinamica
asintotica con alta sensibilidad a los errores iniciales y confinada sobre un
conjunto de manifiesta estructura fractal: el atractor de Hénon. Otros modelos
tedricos, como las iteraciones de sencillas funciones en variable compleja tratadas
por Mandelbrot, descubrieron originales estructuras geométricas de inigualable
belleza, que representaban con frecuencia formas frecuentes de la naturaleza y
estimularon el entusiasmo de determinados sectores intelectuales. Todos estos
ejemplos fueron mostrando, en el escenario ideal de los modelos matematicos,
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nuevas dindmicas susceptibles de ser realizadas en los procesos reales, que
deberian de ser comprendidas y clasificadas.

En resumen, desde la obtencién de las leyes del comportamiento de los
cambios fisicos més elementales hasta el estudio actual de los numerosos
procesos que componen, por ejemplo, el complejo fenémeno de la vida, se
postularon principios y se plantearon modelos que permitieron comprender
la naturaleza de los cambios y predecir, a veces, aspectos de su evolucién.
Ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas parciales, ecuaciones
diferenciales con retardo, ecuaciones en diferencias, procesos estocasticos,
ecuaciones funcionales en general, aparecen constantemente en la bibliografia
para modelar los méas diversos procesos del mundo que nos rodea. El estudio de
estos modelos permite concluir a veces resultados cuantitativos de inminente
utilidad practica. Otras veces, el anhelo cuantitativo, animado por el gran
desarrollo que las simulaciones numéricas alcanzaron en las ultimas décadas,
desemboca en una desalentadora impredecibilidad cientifica, en la medida
en la que datos iniciales muy aproximados no implican resultados ajustados
después de un tiempo de evolucién razonable. La literatura habia reservado
para este tipo de comportamientos el calificativo de extrafio, bien por raro o
por desconocido. Sin embargo, en la actualidad ninguna de estas dos acepciones
se puede sostener, pues la naturaleza y la abundancia de tales comportamientos
han sido bien comprendidas, aunque con ello aparecieron dramaticas barreras
del determinismo cientifico. Situados ya al otro lado de esta barrera, en medio
de la complejidad dindmica, se hizo necesario desarrollar, a modo de una teoria
de la observacion, una exposiciéon ordenada de la diversidad dindmica y de las
abundantes transiciones que se iban encontrando. Naci6 asi lo que inicialmente
se denominé la teoria de la bifurcacién, desarrollada a partir del concepto de
estabilidad estructural introducido por Andronov y Pontryagin [3] y que atiende,
exclusivamente, a los cambios cualitativos que ocurren en la dindamica de los
sistemas cuando estos se perturban.

Restringiendo la teoria de la bifurcacién al conjunto de campos que derivan
de un potencial, R. Thom desarrollé su famosa teoria de catdstrofes [52], segin
la cual, los distintos comportamientos dindmicos vienen clasificados por las
singularidades del potencial. La situacion en el caso de la teoria de la bifurcacién
no resulta tan simple. Para singularidades con variedad central de dimensién
n < 2 fue posible encontrar familias genéricas de campos X, que despliegan
una singularidad X, para 4 = 0, de tal modo que todas las dindmicas de
los campos en un entorno de X, estan presentes en la familia X,,, ver, por
ejemplo, [51]. En el caso de una variedad central de dimensién n > 3, la mayor
riqueza y complejidad dindamica hace que la obtencion de este tipo de familias,
denominadas versales, no sea posible. A pesar de esta dificultad, el estudio
de las singularidades de los campos vectoriales en dimensién tres, o superior,
resulta de gran importancia. Nuestro grupo de trabajo ha centrado parte de
su investigacién en el estudio de estas singularidades [11], [12], [24], [25] y nos
hemos interesado en la busqueda de la singularidad de menor codimensién desde
la que se pueda desplegar una determinada dindmica: la existencia de atractores
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extranos.

Los atractores extranos son conjuntos invariantes del flujo que capturan toda
la dindmica asintética de un entorno para acabar exhibiendo una dindmica
interna impredecible y una estructura complicada. A veces, como en el caso
del solenoide de Smale, fueron construidos mediante un proceso de suspensién
(atractores extranos asociados a una Orbita periédica), otras veces, como en
el caso del atractor de Lorenz, su presencia se visualiza directamente de la
simulacién numérica y su génesis se explica a partir de la existencia de lazos
homoclinicos. Pero, ;json los atractores extranos tan abundantes como para
poder desempenar un papel relevante en la interpretacion del universo? Para dar
una respuesta satisfactoria es deseable que se puedan encontrar en los escenarios
mas simples posibles, en aquéllos que se puedan observar con facilidad.

Mas facil de encontrar que el doble lazo homoclinico que justifica la existencia
del atractor de Lorenz, o que una érbita periédica con variedades invariantes
intersecandose transversalmente, es un lazo homoclinico simple para un punto de
equilibrio de tipo foco-silla. Bajo condiciones genéricas Sil ‘nikov [47] probd que
en un entorno de este lazo existen infinitas orbitas periédicas de un conjunto
numerable de periodos, lo que era un anticipo de la complejidad dinamica que
cabia esperar. La persistencia de atractores extranos en un escenario tan sencillo,
incluso la coexistencia no genérica de infinitos de ellos, fue probada en [41] y
[42]. La abundancia de este escenario, y por consiguiente la abundancia de
atractores extranos, se puso de manifiesto en [25] al probar que las dérbitas
homoclinicas de tipo Sil ‘nikov se encuentran en cualquier despliegue genérico
de la singularidad nilpotente de codimensién tres. Existen evidencias numéricas
de que estas configuraciones se puedan obtener en despliegues genéricos de la
tnica singularidad de codimensién dos con variedad central tridimensional: la
singularidad Hopf-cero. La prueba analitica es una cuestion abierta en desarrollo
[13]. Resultados de este tipo permiten interpretar las singularidades como
semillas de las dindmicas y nos reafirman en el postulado de que todo tipo de
dindmica ha de tener un centro primario organizador: una singularidad desde
la que se pueda desplegar genéricamente. A fin de garantizar la abundancia
de tal singularidad y su facil localizacién en las aplicaciones, conviene que su
codimensién sea la menor posible.

Con esta idea de la singularidad como semilla dindmica, el paso siguiente
es aplicarla para comprender céomo sistemas simples se pueden acoplar a fin
de generar dinamicas mas complicadas. Se trata de descubrir asi rutas hacia la
complejidad. Una idea precursora en este sentido fue el trabajo de A. Turing [53]
tratando de generar comportamiento periddico acoplando sistemas lineales de
reaccién-difusion que posefan individualmente un simple equilibrio globalmente
atractor: una metéafora de la generacién de vida desde el equilibrio. El modelo de
Turing no era estructuralmente estable y ello condujo a S. Smale [49] a resolver
la cuestion acoplando campos de dimensién cuatro. Trabajos posteriores han
rebajado hasta dos la dimensién de los campos.

Los resultados en [24] y [25] han abierto un camino contundente a la hora
de probar la generacion de caos por acoplamiento de sistemas simples y han
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sido aplicados con éxito en un reciente trabajo [10], donde se prueba que el
acoplamiento por difusion lineal de dos Brusselator (modelo simple de reaccién
quimica en dos variables) conduce a la presencia de atractores extranos. Este
resultado va mas lejos que las transiciones periédicas propuestas por A. Turing
y S. Smale y enriquece considerablemente su metifora. Ademads, sugiere un
camino para comprender la dindmica generada por acoplamiento, por ejemplo
en redes celulares, que es una ruta frecuente hacia la complejidad de los seres
vivos. Las dinamicas en estas redes tienen que ver con su arquitectura, que
contempla tanto la dindmica interna de cada célula como el tipo de interaccién
entre ellas.

Con paso rapido se ha pretendido describir en qué modo el enfoque del
estudio de los sistemas dinamicos ha cambiado durante el dltimo siglo. El
ideal determinista ha sido relegado por modelos muy simples de evidente
impredecibilidad. La complejidad dindmica que manifiestan algunos procesos no
es patrimonio de modelos con un gran ntimero de variables y la riqueza dindmica
presente en modelos de baja dimension resulta de dificil clasificacién. Tratando
de aportar luz al estudio de esta complejidad, nuestro grupo asumié como
postulado de trabajo que, al igual que todo ser vivo se desarrolla a partir de un
germen, todo tipo cualitativo de dinamica se puede desplegar genéricamente a
partir de la dindmica de una singularidad que sirve de indicador para localizarla.
Ademss, las singularidades son los elementos més faciles de detectar en el
retrato de fases de un campo vectorial, incomparablemente mas faciles que las
estructuras globales: 6rbitas periddicas o lazos homoclinicos o heteroclinicos, en
cuya vecindad se suele probar la existencia de dindmicas cadticas: existencia de
atractores extranos.

La eleccion del titulo podria sin duda ser menos sensacionalista, pero
responde a esa inflacion manifiesta a la hora de captar la atencién del lector.
Si ha llegado con interés a este punto, podra acceder seguidamente a una
exposicién mas detallada de los conceptos y resultados manejados en esta
introduccién. En la Seccién 2 se explica el concepto de caos, es decir, de atractor
extrano y los resultados que establecen su abundancia. La Seccién 3 recoge
cuestiones fundamentales sobre la teoria de la bifurcacién, en especial aquéllas
necesarias para comprender el papel que juegan en la clasificaciéon dindmica
las singularidades estudiadas en la Seccién 4. En la Seccién 5 se explica cémo
las singularidades pueden servir para localizar dinamicas cadticas en sistemas
de dimension 2n generados por acoplamiento de dos campos de dimensiéon n
y se comenta la utilidad de estas ideas en el estudio de la dindmica de redes
celulares. La aplicabilidad del estudio de los sistemas dinamicos a la comprensién
de procesos complejos en biologfa (morfogénesis, por ejemplo) motiva algunas
reflexiones en una ultima y breve seccién.
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2 La abundancia del caos.

En un régimen laminar o en ausencia de turbulencia ...., palabras con las
que se establecen algunos resultados en dindmica de fluidos, son un ejemplo
de cémo restringirse a condiciones propicias. Mas alla de esta hipdtesis, las
leyes de comportamiento no estaban claras, la naturaleza de la turbulencia era
desconocida. La propuesta de Landau, que trataba de explicar dicha naturaleza
mediante la presencia de comportamientos cuasiperiédicos (composicién de
comportamientos periddicos de periodos inconmensurables), no prosperd al
comprobarse que tales situaciones no eran abundantes. Propuesta visionaria
més certera fue dada en [44], donde los autores sugieren que el comportamiento
turbulento en fluidos podria ser causado por la presencia de atractores que son
localmente el producto cartesiano de un conjunto de Cantor y una variedad
bidimensional, los llamados atractores extranos. Un atractor sera en lo sucesivo
un compacto invariante minimal con un recinto de atraccion abierto y no vacio.
El término extrano se usard para hacer énfasis en la dindmica interna del
atractor y no en su estructura geométrica. Asi, un atractor se dird extrano
si contiene una orbita densa con algin exponente de Lyapunov positivo, lo que
implica la sensibilidad exponencial a los errores iniciales y, por consiguiente, la
impredecibilidad de su dinamica. La dindmica de los sistemas que presentan
atractores extranos se denominan cadticas y, en su mds amplia acepcion,
caos es sinénimo de existencia de atractores extranos. Para comprender la
abundancia del caos se hace necesario sustituir el estudio de un modelo concreto
por toda una categoria de modelos sobre una variedad ambiente e introducir
en ella conceptos abstractos y propiedades matematicas que se traduzcan
en propiedades dinamicas observables. Esta categoria serd la de los sistemas
dindmicos (campos o difeomorfismos sobre una variedad diferenciable M), o la
de los semi-sistemas dindmicos (iteracién de aplicaciones no invertibles), si se
quieren considerar procesos no reversibles.

El modelo dindmico mas simple que se puede plantear es la iteraciéon de
un difeomorfismo sobre una variedad unidimensional. Cuando la variedad es
un intervalo, toda la dinamica viene condicionada por el comportamiento local
en un entorno de los posibles puntos fijos del difeomorfismo, que, a su vez,
estd determinado por el primer término no nulo de su desarrollo de Taylor.
Cuando la variedad es una circunferencia, dos nuevas dindmicas pueden aparecer
segin existan o no puntos peridédicos. En ausencia de estos puntos surge la
posibilidad de érbitas densas, de acuerdo con el teorema de Denjoy [9]. Esta
dindmica sobre un escenario unidimensional se complica extraordinariamente
cuando se considera un sem-isistema dindmico, esto es, la iteracién de una
aplicacién no inyectiva, en lugar del sistema dindmico definido por la iteracién
del difeormorfismo. Este es el caso de la ecuacién en diferencias Tnt1 = f(zn) =
axy,(1—x,), planteada muy temprano por Verhulst [55] como alternativa realista
al crecimiento Malthusiano de una poblacién. Su sorprendente riqueza dindmica
segtn los distintos valores de a € [0, 4] ha sido el objeto del célebre articulo de
Feigenbaum [14] y, a pesar de la sencillez del escenario, este ejemplo ha servido
para introducir el concepto de renormalizacion y para comprender un patrén
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de comportamiento que se puede extender a una categoria que lo generaliza: las
aplicaciones unimodales sobre el intervalo. Este comportamiento no es ni mucho
menos trivial y su estudio ha demandado el empleo de técnicas muy diversas.
Desde la dindmica combinatoria y la teoria kneading hasta la teoria ergddica, en
la dindmica unidimensional se han desarrollado multitud de estrategias e ideas
que resultaron de gran utilidad en ese camino inevitable que va desde lo mas
simple a lo mds complicado, ver [30]. Por ejemplo, en [5] se prueba que para la
familia unimodal ¢, (z) = 1 — az? definida sobre el intervalo [—1,1], existe un
conjunto de valores del pardmetro a € (0,2), suficientemente préximo a a = 2
y con medida de Lebesgue positiva, para los cuales la 6rbita del punto critico
x = 0 tiene exponente de Lyapunov positivo (|dg?(pq(0))] > e para todo
n € N). Pronto comentaremos la importancia de este resultado en el estudio de
la dindmica en dimensién superior.

Aumentando una unidad la dimensién del espacio de fases, la complejidad
dindmica surge también para la iteracién de un difeomorfismo. De acuerdo con
el teorema de Hartman, poca riqueza dindmica cabe esperar en un entorno de
un punto fijo hiperbdlico, pero, a diferencia del caso unidimensional, los puntos
fijos hiperbdlicos pueden contribuir al nacimiento de una complejidad dindmica
global, tal y como fue alertado por Poincaré [39].

Supongamos que f : M — M es un difeomorfismo de una variedad
bidimensional M con un punto fijo p = f(p) de tipo silla. Entonces, tal y como se
dijo en la seccién anterior, siendo E* y E° los respectivos autoespacios inestable
y estable de la diferencial de f en p, existen una variedad invariante inestable
Wu(p) = {xe€M: f~(x) — pcuandon — 0o} y una variedad invariante
estable W?*(p) = {& € M : f*(x) — p cuando n — oo}, tangentes en p a E“
vy E*, respectivamente. Estas variedades pueden intersecarse en un punto z # p
que recibe el nombre de punto homoclinico. Es obvio que, si z € W¥(p)NW*(p),
entonces f™(z) € W¥(p) N W#(p) para cualquier m € Z. Esta infinidad
de puntos de corte de las variedades invariantes a lo largo de la érbita del
punto homoclinico obliga a ambas variedades a cortarse dibujando una marana
precursora de una notable complejidad dinamica.

Casi medio siglo tuvo que pasar para volver sobre la advertencia de Poincaré.
En 1935, G. Birkhoff [7] probé que, en general, cerca de un punto homoclinico
existe un conjunto extremadamente intrincado de orbitas periédicas, la mayoria
con un periodo muy alto. Este resultado qued6 totalmente clarificado cuando
S. Smale [48] colocé en un entorno de un punto homoclinico transversal su
famoso ingenio geométrico: la aplicacion herradura. Con extraordinaria belleza,
Smale conjugd con el shift de Bernouilli la dinamica que existe cerca de un
punto homoclinico transversal, ilustrando por primera vez la persistencia de
comportamientos cuasi-aleatorios. El conjunto invariante A que soporta la
dindmica de la herradura de Smale es un conjunto hiperbdlico con una 6rbita
densa que tiene un exponente de Lyapunov positivo, pero no es observable, en
el sentido de que no tiene un recinto de atracciéon no vacio. Con la aplicacién
herradura en su mente, Smale [48] construyé un difeomorfismo, denominado
solenoide, como una aplicacion de Poincaré para un flujo tridimensional que
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deja invariante la regién acotada por un toro. Este difeomorfismo presenta un
atractor (un compacto invariante minimal con recinto de atraccién no vacio)
que, como A, posee una 6rbita densa con un exponente de Lyapunov positivo.
El atractor del solenoide es, en definitiva, un atractor extrano y fue el prototipo
que inspiré la propuesta sobre la turbulencia dada en [44]. Ademés, este atractor,
como ocurre también con A, es completamente persistente, en el sentido de que,
para pequenas perturbaciones del solenoide, continta existiendo un atractor
del mismo tipo (homeomorfo). Una propiedad que se generaliza a cualquier
compacto invariante hiperbélico [50].

La ingeniosa construcciéon del solenoide ha sido crucial para motivar
el concepto de atractor extrano. Sin embargo, su existencia en el ambito
de los flujos tridimensionales no puede explicar la complejidad dindmica
observada en la familia de Hénon [22], ni tan siquiera en la familia de campos
tridimensionales estudiada por Lorenz [28]. Ninguno de estos atractores es
completamente persistente. La existencia de los atractores se mantiene para
pequenas perturbaciones de las ecuaciones de Lorenz, pero estos atractores
no son homeomorfos. En la familia de Hénon los atractores sélo existen para
valores de los pardmetros sobre un conjunto de medida de Lebesgue positiva con
interior vacio. Por lo tanto, si estos atractores no hiperbdlicos son realmente
extranos, entonces la presencia del caos podria ser mas general que la dada
por la existencia de atractores extranos hiperbdlicos. Pero, ;existen realmente
atractores extranos no hiperbolicos?

La primera prueba matematica de la existencia de atractores extrafos no
hiperbélicos fue dada en [6] para la familia de Hénon. En este extraordinario
trabajo, M. Benedicks y L. Carleson probaron que, para valores préximos a
a =2y b=0,lafamilia de Hénon tiene atractores extranos persistentes: existen
para valores del pardmetro sobre un conjunto de medida de Lebesgue positiva.
Por consiguiente, son observados con probabilidad positiva. La prueba de este
resultado parte del hecho de que la familia de Hénon H, ,(x,y) = (1—ax?+vy, bx)
para b > 0 es conjugada a la familia ﬁa,b(m, y) = (1 — az? + Vby, Vbz), que es
una perturbacién de la familia uniparamétrica H, o(x,y) = (1 — ax?, 0), cuya
dindmica viene dada por la dindmica de la familia unimodal o, (z) = 1—az?. Por
lo tanto, para b > 0 suficientemente pequenio, algunas propiedades dinamicas
de ¢, estudiadas en [5], se pueden elevar, no sin gran esfuerzo, a la familia
H, p(x,y). Se dice por ello que H, p(z,y) es un buen despliegue de la familia ¢,.

Las intrincadas ideas de [6] fueron utilizadas en [31] para probar que, si f,
es una familia de difeomorfismos de una superficie que tiene para p = po una
tangencia homoclinica entre las variedades de un punto fijo hiperbdlico p de
tipo silla disipativo, entonces f,, despliega genéricamente atractores extranos
persistentes de tipo Hénon. Para ello, L. Mora y M. Viana definieron una
renormalizacién en un entorno de un punto homoclinico con el fin de transformar
una familia genérica de difeomorfismos que desplegaban dicha tangencia en una
familia tipo Hénon: una familia que, como la de Hénon, fuese un buen despliegue
de la familia cuadratica.

La existencia de atractores extranos se entiende como sinénimo de caos y
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representa por antonomasia la complejidad dindmica observable (persistente) y
mejor comprendida. Después de [31], esta complejidad queda definitivamente
vinculada a los puntos homoclinicos y las advertencias de Poincaré se
confirmaban cien anos més tarde. La abundancia de esta complejidad es
la consecuencia de la abundancia de tangencias homoclinicas en familias de
difeomorfismos [37].

Al interesarnos, para completar la seccion, por sistemas dindmicos continuos
(flujos de campos vectoriales), la existencia de dindmica cadtica se ha de buscar
necesariamente en dimensiéon n > 3. Que un comportamiento cadtico no se
pueda encontrar para campos de dimensién n = 2 es una consecuencia del
teorema de Poincaré-Bendixon que establece que el conjunto limite de cualquier
Orbita acotada es una drbita cerrada o una unién de separatrices. Sobre una
interseccién transversal a una Orbita cerrada no trivial se puede definir la
aplicacién de Poincaré. Esta aplicacion es un difeomorfismo sobre una variedad
de dimensién n — 1. Cuando n > 3, este difeomorfismo puede exhibir toda la
riqueza dindamica expuesta anteriormente.

El proceso mediante el cual se asocia a un difeomorfismo ¢ un campo con
una Orbita periédica cuya aplicacién de Poincaré coincida con ¢ se conoce
con el nombre de suspension. La suspensiéon de difeomorfismos que tengan
atractores extranos es un modo de argumentar la presencia de caos en la
dindmica de campos vectoriales de dimensién n > 3. Sin embargo, probar en
una familia de campos vectoriales la existencia de una Orbita cerrada con una
aplicacién de Poincaré asociada que tenga atractores extranos, es un doble reto.
Primero se ha de establecer la existencia de la érbita cerrada no trivial, que
bien se puede conseguir a partir de la existencia de una bifurcaciéon de Hopf.
Segundo, para la aplicacién de Poincaré asociada a esta orbita cerrada, se ha
de analizar la posicién de sus variedades invariantes. En propuestas concretas el
problema puede ser abordado numéricamente, pero un tratamiento analitico es
generalmente inviable. Sin embargo, resulta mas facil probar la presencia de caos
en familias de campos vectoriales si se presta atencion a las 6rbitas homoclinicas
de ciertos puntos de equilibrio hiperbédlicos. Por ejemplo, mediante la existencia
de un doble lazo homoclinico para un punto de equilibrio con autovalores reales
se explica el atractor de Lorenz [28]. Existen, no obstante, escenarios mucho més
generales que no requieren la restriccién que implica la presencia de una simetria.
El més sencillo y comtn de los escenarios se tiene cuando un campo vectorial
tiene una 6rbita homoclinica para un punto de equilibrio con autovalores \ y
—p £ iw tales que 0 < p < A. En estas condiciones Sil'nikov [47] establecié el
siguiente resultado:

Teorema 1 Sea x'(t) = X(x) un campo analitico con X (0) = 0. Sea p(t) tal
que p'(t) = X (p(t)) y tal que p(t) — 0 cuando t — +oo. Supongamos que los
autovalores de DX (0) son A y —p+iw con 0 < p < \. Entonces en todo entorno
de la drbita homoclinica Ty = {x = p(t) : t € R} existe un conjunto numerable
de orbitas periodicas.

Una version geométrica de este resultado fue dada de forma muy elegante por
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Tresser [54], probando que lo que ocurria en el entorno de I'y era esencialmente la
formacién de una infinidad de herraduras de Smale. Puesto que los argumentos
se siguen principalmente de la linealizacién del flujo en un entorno del punto de
equilibrio, la regularidad del campo se puede rebajar hasta clase C! a trozos.

El teorema de Sil’'nikov bien podria ser considerado una traduccién para
campos del resultado de Birkhoff y el trabajo de Tresser el andlogo a la
interpretacién geométrica que Smale habia hecho del resultado de Birkhoff. Sin
embargo, a diferencia de éste, donde el punto homoclinico era transversal, en el
teorema de Sil'nikov la 6rbita homoclinica no es transversal y, por consiguiente,
no persiste para perturbaciones del campo. En [54] se construyé un campo
regular a trozos con una 6rbita homoclinica del tipo de T'y. En [43] se prueba
la existencia de familias genéricas de campos cuadraticos que tienen Orbitas
homoclinicas del tipo de I'g. Por consiguiente, la configuracién de Sil ‘nikov es
abundante en los modelos no lineales mas sencillos y resulta de interés primordial
comprender si en un escenario tan simple se pueden generar atractores extranos.

El hecho de que I'g no persista para pequenas perturbaciones del campo
implica que estas perturbaciones destruyen infinidad de herraduras de Smale
en el entorno de I'y y ello comporta un cambio cualitativo en la dindmica del
sistema. De hecho, cuando se destruyen estas herraduras tienen lugar despliegues
de tangencias homoclinicas y aparecen genéricamente atractores extranos no
hiperbdlicos persistentes, tal y como se prueba en [31]. Toda esta complicada
dindmica que puede darse al perturbar una érbita homoclinica de tipo Sil'nikov
ha sido estudiada en [41]. En esta referencia se pueden encontrar las intrincadas
técnicas introducidas en [6] para probar la persistencia de atractores extranos
no hiperbdlicos en la familia de Hénon, clarificadas posteriormente en [31]
y que han sido extendidas en [41] a familias de difeomorfismos desplegando
la familia unimodal fy,(z) = A"tloga + = + A~ !logcosz, que surge de la
aplicacion retorno asociada a la conexién homoclinica y que es bien diferente
de la aplicacién cuadratica. Esta adaptacién de las técnicas de [6] a una familia
de difeomorfismos que no es necesariamente de tipo Hénon y que despliega una
familia unimodal tan atipica como f) ., sugiere ya el alcance general de estas
técnicas en la prueba de la existencia de atractores extranos no hiperbdlicos, tal
y como se establece en [57].

3 Observacion dinamica.

Sea X = X"(M) el conjunto de los campos de clase C" sobre una variedad
compacta M de clase C" y sea 7 la C” topologia. Se dice que dos campos de
X son topoldgicamente equivalentes si sus retratos de fase son homeomorfos,
es decir, si existe un homeomorfismo h : M — M que lleva 6rbitas de uno
en orbitas del otro conservando el sentido de recorrido de las érbitas, pero no
necesariamente su parametrizacion.

En la medida en la que los retratos de fase describen la dindmica de los
campos, la equivalencia topoldgica, que representaremos por ~, se traduce en
una cierta equivalencia dindmica. A fin de poner orden en la observacion de las
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distintas dindmicas tenemos ya una terna (X, 7, ~). que denominamos espacio
de observacion. Un elemento X € & es observable si es interior a su clase
de equivalencia. El interior de una clase de equivalencia se presenta como un
conjunto homogéneo desde el punto de vista dinamico.

En el contexto de la observaciéon dindmica, los elementos observables
se denominan estructuralmente estables, lo que significa que son campos
cuyas propiedades dindmicas se mantienen cuando se perturban ligeramente.
Representemos el conjunto de estos campos por =. Los cambios topolégicos
en el retrato de fase y, en consecuencia, las transiciones dinamicas que estos
cambios implican ocurren en el conjunto de bifurcacién X'\Z.

A partir de este planteamiento surgen ya de forma natural algunas cuestiones
de interés:

1.- Caracterizar el conjunto abierto = de los campos estructuralmente
estables y estudiar su tamano (densidad o medida) en X .

2.- Buscar la disposicién relativa en Z de las distintas clases de equivalencia
e investigar la naturaleza de las diferentes dindmicas que tienen los elementos
del conjunto de bifurcacién X\=

Por supuesto, el iltimo objetivo determinaria todas las transiciones que
pueden ocurrir desde cada una de las diferentes dindmicas y aportaria un
elocuente ordenamiento en el universo modelado por X. Por ejemplo, es bien
sabido que, si tomamos como X el espacio de los campos lineales en R™, entonces
las dos cuestiones anteriores se resuelven satisfactoriamente. Un campo lineal es
estructuralmente estable si y s6lo si es hiperbélico (autovalores con parte real
no nula). Los hiperbdlicos son densos en X y ademds contienen sélo n+ 1 clases
de equivalencia topoldgica, correspondiendo cada una a un indice de estabilidad
(ntmero de autovalores con parte real negativa).

Cuando X es el conjunto X" (M) formado por los campos de clase C” con
r > 1 definidos sobre una variedad bidimensional M compacta, orientada
y suficientemente regular, la primera cuestion tiene también una respuesta
satisfactoria [38]:

Teorema 2 .- Sea M wuna wvariedad bidimensional regular compacta vy
orientable. Un campo X € X"(M), con r > 1, es estructuralmente estable
sty solo si:

i.- El conjunto w-limite de cualquier orbita es un elemento critico: un punto
de equilibrio o una orbita periodica.

11.- Todos los elementos criticos son hiperbdlicos.

1i.- Las wariedades invariantes de los elementos criticos se cortan
transversalmente.

Ademas, el conjunto de los campos estructuralmente estables es denso en X.

Sin embargo, en relaciéon con la segunda cuestion, ni siquiera es posible
conocer, como en el caso lineal, el nimero de clases de equivalencia: incluso
para campos polinomiales no podemos determinar el ntimero de ciclos limite
(problema 16 de Hilbert), que es un invariante para cada clase de equivalencia.
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De acuerdo con lo expuesto en el parrafo anterior, la situacién en dimensién
n > 2 es mucho mas complicada. Para comprenderlo basta recordar el
comportamiento de los difeomorfismos definidos sobre una superficie que tienen
puntos homoclinicos y trasladar los resultados a los campos tridimensionales por
el ya explicado proceso de suspensién. Consideremos entonces el espacio Dif" (M)
formado por los C"-difeomorfismos definidos sobre una variedad compacta M ,
dotado de la C™ topologia. Se dice que f1, fo € Dif"(M) son topolégicamente
equivalentes (conjugados) si existe un homeomorfismo h de M tal que fioh =
ho fs. A fin de caracterizar el conjunto estructuralmente estable en este nuevo
espacio de observacién, se define el conjunto no errante Q(f) de f € Dif f" (M)
como el conjunto de puntos x € M tales que, para todo entorno U de x y para
cada ng € N, existe n > ng verificando f*(U) N U # @. Cuando el conjunto
Q(f) es hiperbdlico y coincide con la clausura de los puntos periddicos se dice
que f verifica el Axioma A. La caracterizacién del conjunto estructuralmente
estable se da en el siguiente teorema [29]:

Teorema 3 . Sea M una variedad compacta. Un difeomorfismo f € Dif'(M)
es estructuralmente estable si y solo si:

i.- f satisface el Axioma A
it.- Las variedades invariantes de los puntos de Q(f) estdn en posicion
general (cuando se cortan lo hacen transversalmente)

A pesar de que difeomorfismos con dindmica tan rica como la aplicacién
herradura y el solenoide, que ya aporta un atractor extrano, son difeomorfismos
estructuralmente estables, los difeomorfismos hiperbdlicos y, por tanto los
estructuralmente estables, no son densos para la C” topologia con r > 1.
Resulta entonces natural preguntarse qué extranos difeomorfismos ocuparan
un conjunto de bifurcacién tan amplio. Una serie de trabajos de S. Newhouse
durante la década de los setenta fue avanzando la respuesta a esta cuestién.
Cuando M es una superficie!, se demostré en [32] que existe un conjunto
abierto U C Dif f"(M) tal que el conjunto de los difeomorfismos que tienen
una tangencia homoclinica es denso en U. En [33] se probd que existe un
conjunto residual R C U tal que todo f € R tiene infinitos atractores
periédicos. Finalmente, se probd en [34] que, arbitrariamente préximo a cada
C"-difeomorfismo que tenga una tangencia homoclinica, se puede encontrar un
abierto del tipo de U. Estos resultados sugieren un papel preponderante dentro
del conjunto de bifurcacién de los difeomorfismos que tienen alguna tangencia
homoclinica. J. Palis recogié6 este protagonismo de las tangencias homoclinicas
y la importancia de la dindmica asociada en las siguientes conjeturas:

Conjetura 1 Parar > 1, los C"-difeomorfismos de una superficie* con alguna
tangencia homoclinica son densos en el conjunto de los difeomorfismos no
hiperbdlicos.

INo se conoce si los difeomorfismos hiperbélicos (Axioma A) de una superficie son densos
en la topologia C!. En dimensién superior existen contraejemplos.
2En [35] se pueden ver condiciones adicionales para una extensién a dimensién superior.
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Conjetura 2 Cualquier familia uniparamétrica de C" -difeomorfismos de una
superficie que despliegan genéricamente una tangencia homoclinica tienen
atractores (o repulsores) extrarios persistentes: aparecen para wvalores del
pardmetro en un conjunto con medida de Lebesgue positiva.

Una prueba parcial de la primera conjetura se da en [40], donde se demuestra
que todo difeomorfismo sobre una superficie se puede C! aproximar bien por
uno hiperbdlico o por uno que tenga una tangencia homoclinica. La segunda
conjetura fue probada en [31], segin se avanzdé en el parrafo anterior, y
deja claro que, frente a un caos estructuralmente estable representado por
los atractores hiperbdlicos, existe un caos de transicién, persistente, pero no
estructuralmente estable, que viene representado por atractores extranos no
hiperbdlicos. Para estos atractores, E. Colli [8] probd que en el conjunto de
familias de difeomorfismos F' = ( fp)u que despliegan una tangencia homoclinica
para g = 0 existe un conjunto residual F tal que, si F = (f#)# e F
entonces existe una sucesion {I}, .y de intervalos y una sucesién {Dy},
de subconjuntos de I,, tales que I,, — 0, cada D,, es denso en I,, y, si p € D,
entonces f, tiene infinitos atractores extranos de tipo Hénon. Atendiendo a este
resultado y al dado en [33] para atractores periddicos, se plantea la existencia
de familias k-paramétricas genéricas F = ( fﬂ)# que tengan infinitos atractores
(extrafios o no) para valores del pardmetro en un conjunto Pr C R¥ con medida
de Lebesgue positiva. Como respuesta a esta cuestion, Palis hizo una nueva
conjetura:

Conjetura 3 La medida de Lebesgue del posible conjunto Pr es genéricamente
cero.

La situacién que se da en el espacio Dif" (M) de los difeomorfismos sobre
una superficie se tiene también en el espacio X = X" (M) de los campos
tridimensionales, incluso sin necesidad de recurrir al proceso de suspensién.
Tomemos, por ejemplo, un campo que verifique las condiciones del teorema
de Sil’'nikov. Perturbaciones arbitrariamente pequenas de este campo fuerzan
la destruccién de infinidad de herraduras que implica la existencia de infinitas
tangencias homoclinicas y la presencia por lo tanto de atractores extranos no
hiperbdlicos [41]. De hecho, en [41] se construye una familia no genérica de
campos X,, € X tal que para un determinado valor del pardmetro pu = pg el
campo X, tiene una érbita homoclinica cuya aplicacién retorno asociada tiene,
para [ # pg sobre un conjunto de medida de Lebesgue positiva, un nimero
arbitrario de atractores extranos no hiperbdlicos. La coexistencia simultanea de
una infinidad de estos atractores extranos no hiperbdlicos y persistentes para
dicha familia se prueba en [42]. En [21] se prueba que infinitos de estos atractores
pueden coexistir en un contexto mas general, aunque no de forma persistente. La
existencia de una familia genérica con infinitos atractores extranos persistentes
aportaria una respuesta negativa a la Conjetura 3.

Como consecuencia de lo expuesto se comprende que la particién que la
equivalencia topoldgica define en el espacio X = X" (M) cuando M es una
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variedad tridimensional resulta ya considerablemente complicada. Clases de
equivalencia con interior no vacio, que incluso pueden representar dindmicas
cadticas, se encuentran desperdigadas y rodeadas de un conjunto de bifurcacién
también con interior no vacio, donde aparecen con probabilidad positiva
atractores extranos no hiperbédlicos. Tratar de determinar la disposicién de las
distintas clases de equivalencia en este espacio X = X" (M) de dimension infinita
es una pretension también de dimension infinita.

Ante tal dificultad, se puede proceder como quien corta un dérgano para
estudiar su estructura interna. Se pueden tomar secciones de X = AX"(M),
que vendran dadas por familias X, € X" (M) dependientes de un pardmetro
p € RE. La disposicién de la particién dindmica en X define sobre el espacio
de parametros R¥ otra particién conocida con el nombre de diagrama de
bifurcaciones: conjuntos abiertos de parametros para los que corresponden
campos estructuralmente estables rodeados de regiones de parametros que se
corresponden con dindmicas de transicion. La representaciéon de estos diagramas
de bifurcacién ha tenido un gran aliado en el cdlculo numérico que permite
obtener Orbitas periddicas, variedades invariantes y exponentes de Lyapunov,
entre otros ingredientes dindmicos. El acceso a estas técnicas numéricas y
el hecho de que estas familias X, aparecen en las aplicaciones favorecié la
proliferacién en la literatura de estos diagramas y de abundante simulacién
numeérica.

4 Gérmenes del caos.

El bien conocido teorema de rectificacién del flujo (low-box) nos dice que todos
los flujos son C* conjugados en un entorno de un punto regular (laminares).
Por otra parte el teorema de Hartman garantiza la estabilidad estructural del
flujo en todo entorno de un punto singular hiperbdlico. Por consiguiente todo
cambio en la dindmica de un flujo ha de tener lugar localmente en un entorno
de una singularidad no hiperbdlica o bien ha de ser de naturaleza global. La
complicacién dindmica que en la seccién anterior se ha situado en el espacio de
observacién (X, 7,~) ha sido explicada en términos de bifurcaciones globales:
involucran ¢6rbitas peridédicas y variedades invariantes, que son estructuras
globales. Sin embargo estas estructuras generalmente sélo se pueden detectar
mediante refinados algoritmos numeéricos, mas atn cuando se pretenden detectar
en una posicién no persistente.

Ciertamente, los tnicos elementos de un campo que se pueden obtener con
relativa facilidad son las singularidades (puntos de equilibrio) de un campo.
Pero, jqué relaciéon puede existir entre las singularidades de un campo y sus
bifurcaciones globales? A tal pregunta nosotros hemos dado una respuesta
deseable, una conjetura o, simplemente, un planteamiento de trabajo, que
enunciamos del siguiente modo: toda bifurcacién global se encuentra en el
entorno de una adecuada singularidad no hiperbdlica. De la misma manera
suponemos que toda clase de equivalencia dindmica, digamos en campos
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tridimensionales, tiene en su frontera singularidades no hiperbdlicas. Entonces
nos propusimos buscar entre ellas la menos degenerada, la cual haria el papel
de un punto de referencia (indicador, mojén) de la dindmica en el intrincado
conjunto cociente de (X, 7, ~).

En lo sucesivo entenderemos por singularidad tanto un punto de equilibrio 6
de un campo X que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer situado
en el origen, como la clase de equivalencia (germen de X) formada por todos
aquellos campos que coinciden con X en un entorno de . Las singularidades no
hiperbdlicas se estudian, en principio, atendiendo al 1-jet del campo. Segtin las
condiciones necesarias para cancelar la parte real de alguno de los autovalores
tendremos diferentes singularidades. Por otra parte, la pérdida de hiperbolicidad
permite que términos de k-jets de orden superior afecten a la dindmica y de
ahi que algunas condiciones sobre estos términos puedan ser relevantes. Estas
condiciones se dan después de reducir el k-jet a su forma normal y definen una
estratificacion G™ O B; D Bs D ... sobre el conjunto G" de los gérmenes de
campos vectoriales definidos en un entorno de la singularidad. Los elementos de
By quedan caracterizados por un conjunto minimal de k igualdades, siendo este
cardinal k la codimension de las singularidades pertenecientes a By \ Bj41.

Sea X € Bj\Bg+1 una singularidad de codimension k. La estrategia para
investigar las posibles dindmicas de los campos préximos a X es tomar familias
X, de campos en X " dependiendo de un pardmetro p € V C R*, donde V
es un entorno de 0 € R¥ y tal que Xy = X. Cada una de estas familias se
denomina un despliegue de X y su interseccién con el conjunto X" \ Z define
sobre el espacio de parametros el correspondiente diagrama de bifurcaciones.
Abundan en la literatura estudios numéricos para familias concretas X,,, con
interés en aplicaciones, que tratan de describir este conjunto de bifurcaciones y
de evidenciar dinamicas relevantes. La filosofia que subyace en este trabajo es
bien diferente y responde a un enfoque mas general que pueda aportar criterios
tedricos para una comprension global de las transiciones dindmicas: se trata
de encontrar la menor codimension k tal que en cualquier despliegue genérico
X, de X € B\ Bj41 exista una determinada dindmica. En consonancia con lo
expuesto hasta ahora cabe preguntarse cudl es la singularidad menos degenerada
(menor codimensién) que despliega un campo en las condiciones del teorema
de Sil'nikov. En [24], se prueba que estas condiciones y, consecuentemente
la riqueza dindmica asociada, se puede desplegar genéricamente desde la
singularidad nilpotente de codimension cuatro cuyo 3-jet es C'*° conjugado a

. 0 0
J3(Xo) = y=— + 2= + (a122y + a132z + asy® +asz + ... —
ox oy
donde a12 # 0 y a3 # 0. En [25] se prueba este mismo resultado para la
singularidad nilpotente de codimensién tres, cerrando asi al mismo tiempo una
conjetura planteada por Arneodo y otros [4] en 1985.

Teorema 4 . Sea X una singularidad de clase C*° con 3-jet C'*° conjugado
a
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) 0 0
j3(Xo) = Yom + za—y + (a112? + a122y + a1372 + azey® + azw

3

0
+otros términos de orden tres)—,

0z

Entonces las orbitas homoclinicas de Sil’nikov aparecen en todo desplieque
genérico X, de X.

La dindmica de cada una de las singularidades anteriores ha sido estudiada
en [11]. Ambas tienen comportamientos sencillos que se transforman en
dindmicas complejas (cadticas) a medida que se introducen perturbaciones
lineales infinitesimales. Reivindicando para las Matematicas el papel de la
metafora, nos resulta agradable concebir el papel de estas perturbaciones lineales
como el efecto que la tierra ejerce para desplegar la vida interna de una semilla
e interpretar como ésta a la singularidad de menor codimensién. Encontrar
definitivamente la semilla del caos tridimensional pasa por el estudio de la tnica
singularidad de codimension dos que tiene una variedad central de dimensién
tres. Se trata de la singularidad Hopf-cero, ver [20]. Las observaciones numéricas
sugieren que la configuracién de Sil'nikov, y por lo tanto el caos, estan también
presentes en despliegues genéricos de esta singularidad.

Concluiremos esta seccion subrayando que resultados en la linea anterior
proporcionan auténticos criterios de existencia de caos. Estos criterios son
expresables en términos del desarrollo del campo en cada una de sus
singularidades.

5 El acoplamiento conduce al caos.

Se deduce de lo expuesto mas arriba que sistemas muy simples y de muy baja
dimensién (iteracién de polinomios reales de grado dos) son capaces de generar
dindmicas muy complicadas. Pero también es claro que la complejidad dindmica
se incrementa a medida que aumenta la dimensiéon del espacio de fases. Un
camino usual para que esto ocurra es el acoplamiento de procesos simples para
manifestarse conjuntamente como un proceso mucho mas complicado. Resulta
por lo tanto natural tratar de analizar las distintas transiciones dindmicas que
pueden ocurrir en este proceso frecuente de interaccién para descubrir pautas
que permitan establecer algin tipo de jerarquia en esta cadena de transiciones
que conducen a mas y mas complejidad dindmica. El objetivo de esta seccién
es mostrar como por acoplamiento de sistemas con dindmica trivial puede
surgir genéricamente un comportamiento cadtico. Para hacer esto usaremos
los criterios de existencia de caos dados en la secciéon anterior a partir de los
despliegues de las singularidades del campo.

El interés por el estudio de sistemas acoplados se manifiesta ya en [53]. En
este articulo, A. Turing proponia el sistema de reaccién-difusion

ou

e f(W)+V(DVTW)
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como modelo para la quimica de la morfogénesis en Biologia Molecular. El
vector u € R™, dependiente de una variable espacial z y del tiempo t, recoge
las concentraciones de m sustancias, cada una de ellas con su propio coeficiente
de difusién D;. La dindmica de la reacciéon estd determinada por la funcién f y
D representa la matriz diagonal de coeficientes de difusion. La discretizacion del
término de difusién conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas del tipo

UQZF(EZ)—FZCLUD(U] —ﬂ)i), i=1,...,m, (1)
j=1

donde ; € R¥ para i = 1,...,m, D es una matriz k x k, los coeficientes aij
toman el valor cero o uno, siendo a; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Si a;; = 1,
significa que existe interaccién entre el sistema 7 y el subsistema j, con variables
de estado w; y W, respectivamente. En [53] se dan ejemplos lineales donde
aparecen oscilaciones que, por su linealidad, no son estructuralmente estables
y, por consiguiente, no son de valor en el proceso de morfogénesis.

Motivado por las ideas de A. Turing, S. Smale cuestiona en [49] la posibilidad
de generar oscilaciones estructuralmente estables mediante el acoplamiento por
difusion lineal de dos sistemas iguales con dindmica trivial (con un punto
de equilibrio globalmente asintéticamente estable). La respuesta resulta ser
afirmativa y en [49] se construyen ejemplos del tipo 1 con m = 2 y k = 4.
Posteriormente, en [23] se da un ejemplo para k = 3 y luego en [1] para k = 2.
En esta ultima referencia, a diferencia de las dos anteriores donde los ejemplos
se construyen ad hoc, la presencia de un ciclo limite se consigue acoplando las
ecuaciones del Brusselator

¥ = A—(B+1z+2%y
y' = Bz -y, (2)

que, con mayor o menor aceptacion, se encuentra frecuentemente en la literatura
como un modelo de reaccion quimica.

La dinamica de este sistema es bien conocida. El primer cuadrante es
invariante, como se debe esperar del caracter positivo de las variables y, ademds,
si B < A? + 1 entonces todas las érbitas que parten de él son atraidas por el
tinico punto de equilibrio (A, B/A). Para B > A% + 1 el equilibrio se vuelve
inestable y surge un ciclo limite atractor mediante una bifuraciéon de Hopf. Al
acoplar dos Brusselator mediante una difusién lineal se obtiene el sistema

¥p = A—(B+ Dz + 23y + Mz — 21)

yi = Bz —ziy+ Xa(y2 — v)

wy = A—(B+ 1)z +23ys + M (21 — 2) (3)
yi = Bra— a3y +Xo(y1 —y2)

en el que la existencia de oscilaciones espontaneas se sigue como consecuencia
de una bifurcacién de Hopf en los puntos de equilibrio que surgen después de
que en el punto (A, B/A, A, B/A) se produzca una bifurcacién pitchfork [20].
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Especialmente en [49], cualquier atractor con dindmica interna se interpreta
como un atractor vivo, frente a la morbidez de un punto de equilibrio. De
ahi un cierto interés, para posibles propuestas biolégicas, de plantear formas
plausibles de obtener atractores vivos a partir de reposos globalmente estables.
Llegados a este punto, ;por qué no buscar los atractores con la dindmica més rica
(atractores extrafos) emergiendo por acoplamiento de sistemas con dindmica
trivial?

Como suele ocurrir en la historia de los sistemas dindmicos, se han dado
con anterioridad [2], [26], [45], evidencias numéricas de la presencia de caos
en tales acoplamientos, sin la prueba rigurosa de su existencia ni el andlisis
de su naturaleza. En [10] hemos tratado esta cuestién y se ha probado
analiticamente la aparicién de atractores extranos en el acoplamiento (3) de
dos Brusselators. Para ello, siguiendo las ideas expuestas en la seccién anterior,
probamos que la familia (3), dependiente de los pardmetros A, B, A1 y Ao
despliega genéricamente singularidades nilpotentes de codimensién tres y, por
consiguiente, atractores extranos. De hecho, el método de la prueba va un poco
mas lejos al demostrar la existencia de un centro organizador de dimensién
cuatro: una singularidad nilpotente en R* no reducible por el teorema de la
variedad central. Concretamente, se prueba que existe un punto (A, B, A1, A2)
en el espacio de pardmetros para el cual el sistema (3) tiene una singularidad
nilpotente de codimensién cuatro que es desplegada genéricamente por (3).
Una vez probado que cualquier despliegue de una singularidad nilpotente
n dimensional de codimensién n contiene a su vez despliegues genéricos de
singularidades nilpotentes (n— 1) dimensionales de dimensién (n— 1), aplicando
el Teorema 4 se concluye el siguiente resultado:

Teorema 5 Sea el sistema (3) deﬁmdo por el acoplamzento por difusion lineal

de dos Brusselators. Existe un punto (A B )\1, )\2) en el espacio de pardmetros
tal que arbitrariamente cerca erxisten valores de los pardmetros (A, B, A1, \2)
para los que 3 tiene atractores extranos mo hiperbolicos y persistentes.

El acoplamiento de sistemas dinamicos es la forma de describir la
dindmica de una red celular. La dimensién del sistema resultante aumenta
considerablemente y, por consiguiente, complica las posibilidades dinamicas del
mismo. Para comprender toda la complejidad dindmica que puede presentarse es
imprescindible estudiar las singularidades y las bifurcaciones locales que puedan
desplegar. Si el nimero de células es elevado, ni el simple cdlculo de estas
singularidades resulta sencillo. En el caso de redes homogéneas, formadas por m
células iguales u;, la dindmica viene descritas por un sistema u(t) = f(u;(t)),
con j = 1,...,m, y los puntos de equilibrio del campo f determinan sobre el
hiperplano de sincronizaciéon u; = us = .. = u,, singularidades del sistema
resultante. Las bifurcaciones que tienen lugar en estas singularidades se conocen
con el nombre de rupturas de sincronizacién y su estudio se puede simplificar
al considerar las simetria que introduce el caracter invariante del hiperplano de
sincronizacién. En (3), por ejemplo, tiene lugar una bifurcacién pitchfork-Hopf,
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ver [20], que podria propiciar una ruptura de la sincronizacién directamente
hacia el caos. Sin embargo, por el momento, no se han encontrado evidencias
numéricas de dicho fenémeno.

El estudio de las rupturas de sincronizacion y su dependencia respecto de
la arquitectura de la red son los primeros pasos en la elaboracién de una teoria
general sobre redes celulares. Una abundante bibliografia estd ya disponible
(16], [17], [19], [27], [46]. En [19], por ejemplo, se prueba que los patrones
de sincronizacién asociados a un equilibrio hiperbdlico de la red son rigidos
en el sentido de que el patrén no cambia cuando el campo es perturbado.
. Se verifica también este resultado para o6rbitas periddicas hiperbdlicas? Esta
cuestion estaria resuelta si se prueba para redes celulares un resultado analogo
al “Equivariant Hopf Theorem” dado en [18]. En un reciente trabajo [16], se
prueba en el contexto de las redes celulares homogéneas un resultado andlogo al
“Equivariant Branching Lemma”. Sin embargo, la adaptacion del “Equivariant
Hopf Theorem” es un objetivo mas dificil, debido a la presencia de ciertas
simetrias espacio-temporales que no estan claras en el contexto de las redes
celulares.

Fuera del hiperplano de sincronizacién no parece que la arquitectura de
la red tenga una influencia tipificable. Ningin subespacio invariante restringe
las posibilidades dindmicas en un entorno de las singularidades y por lo
tanto su estudio resultard, si cabe, mas complicado. Para comprender estos
comportamientos lejos de la sincronia se continuard con el programa de trabajo
que a lo largo de estos anos ha sido desarrollado en relacién con el estudio
de los despliegues de singularidades. Asi en (3), ademéds de la singularidad
pitchfork ya mencionada, faltan por estudiar los distintos comportamientos que
se puedan desplegar desde la singularidad nilpotente. La variedad central de esta
singularidad tiene dimension cuatro y en tal ambiente puede aparecer un nuevo
lazo, el bifoco homoclinico, cuya dindmica asintdtica no ha sido completamente
estudiada. Algunos resultados sobre bifurcaciones peridédicas han sido dados en
[15]. Sin embargo, parece claro que en el entorno del bifoco homoclinico han de
existir atractores extranos persistentes.

iSeran algunos de estos atractores bidimensionales y consecuentemente el
bifoco homoclinico el escenario méas simple donde de modo natural puedan
aparecer tales atractores extranos bidimensionales persistentes? La respuesta
a esta cuestiéon nos retorna a la Secciéon 3 y a la necesidad de extender los
argumentos de Benedicks y Carleson a buenos despliegues de ciertas aplicaciones
bidimensionales. Pero, jquién jugara ahora el papel de los puntos criticos de la
familia cuadrética y el de los puntos de plegamiento de la familia de Hénon? El
problema se presenta extraordinariamente complicado.

6 Hacia una biologia tedrica.

Lejos quedan aquellas primeras ecuaciones diferenciales que permitieron deducir
las leyes formuladas por Kepler, como escasa se vuelve la inquietud matemaética
que reduce su aplicacién al modelado y estudio de procesos aislados y bien
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planteados que concluye, frecuentemente, con elocuentes y certeras simulaciones
de su evolucion. Esta tarea fue y continuara siendo de extraordinario valor y
contempla aun interesantes y dificiles problemas abiertos. Sin embargo, gran
parte de la actividad cientifica se esfuerza en la comprension de fenémenos
complejos que resultan dificiles de descomponer en otros elementales. La vida,
por ejemplo, es un fenémeno ilustrativo por antonomasia. Los innumerables
procesos que tienen lugar en el desarrollo de un embrién o la generacién
de un tumor, creando su propia infraestructura de sostén (angiogénesis) y
de colonizacién (reproduccién, metdstasis), constituyen fenémenos que pueden
ser identificados, pero imposibles de modelar. A pesar de ello, la Biologia ha
acumulado en los tltimos anos una gran cantidad de conocimiento tan ttil y
contrastado en las aplicaciones como carente de un cuerpo de teoria como el que
estd bien presente en las ciencias fisicas. Los numerosos e importantes avances
en Bioquimica, por ejemplo, semejan un amplio conocimiento de los procesos
de combustion de una nave espacial que deseasemos dirigir a un punto del
espacio sin conocer previamente las leyes de la Mecdnica Celeste. Pero, ;ha de
seguir estudidndose la complejidad bioldgica sin que la matemética tenga algo
importante que decir?

En las ultimas décadas se han publicado numerosos articulos dedicados
a procesos especificos de la Biologia. Las ecuaciones diferenciales son muy
socorridas para modelar propagacién de epidemias, crecimiento de poblaciones,
evolucién de infecciones y, muy especialmente, las ecuaciones de reaccién
difusién, para procurar modelos de formacién de patrones. Frecuentes son
también las ecuaciones diferenciales con retardo de acuerdo con los retrasos
que, a diferencia de los fenémenos fisicos, existen casi siempre en las respuestas
fisiolégicas. Cuando la aproximaciéon determinista al fenémeno no parece
sugerente, toda una bateria de andlisis estadistico se incorpora al estudio
para inferir con mayor o menor acierto interpretaciones del comportamiento
y concluir, en dltimo término, con modelos estocasticos. Toda esta actividad
fue diseminando por la literatura los términos Biomatematica, Bioestadistica
o Biometria. Sin embargo, tenemos una timida impresién de que todos estos
resultados han aportado a la Biologia muchisimo menos que la Teoria de
la Evolucién, un principio variacional ni tan siquiera planteado en términos
matematicos. Pero, si esto es asi, ;jpor qué sucede?

Las gran mayoria de las aportaciones en Biomatematica son estudios de
procesos aislados, concretos, con modelos dinamicos formulados de una forma
precisa, cuyo analisis se contrasta finalmente con las medidas experimentales.
Son, por decirlo de algin modo, politicamente correctos dentro del pensamiento
determinista. Sin embargo, los procesos fundamentales y mds intrigantes de la
Biologia, como son los ligados al crecimiento, se manifiestan como una cascada
de cambios interconectados cuyas dindmicas e interacciones no siempre estan
claras, aunque la dindmica conjunta converja a un estado final cualitativamente
diferenciado y estructuralmente estable. ;Sera posible, por ejemplo, formular
propuestas para el proceso global de la morfogénesis que, sin necesidad del
exhaustivo conocimiento de las numerosas transformaciones que intervienen,
expliquen la evolucién de las formas?
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Hace ya mucho tiempo que esta pregunta ha suscitado respuestas. Una
antigua referencia en este sentido es el libro de Waddington y otros [56], cuyo
titulo tomamos para esta seccién. De su contenido se recomiendan especialmente
las aportaciones de R. Thom. En pocas péaginas, Thom tradujo al discurso
de los sistemas dinamicos, con énfasis en su teoria de las catdstrofes, algunos
conceptos bioldgicos propuestos para explicar el desarrollo embrionario. Esta
precursora matematizacién del proceso de morfogénesis constituye, a nuestro
entender, un ejemplo claro de lo que el pensamiento matematico puede aportar
al estudio de los procesos complejos. Nos gustaria contribuir con esta cita a
reeditar sus ideas y extenderlas en la medida que nos permiten los avances
realizados durante los ultimos anos en el estudio de la dindmica abstracta.
Nuestro pronunciamiento, nuestra metafora o nuestro postulado de trabajo,
como se nos permita decir, de que toda dindmica ha de ser entendida a partir del
despliegue de una singularidad, no es mas que una extension del planteamiento
de R. Thom, que pretende ser contemplado en el marco més general de la Teoria
de la Bifurcacién. Puede ser interpretada como el tradicional deseo de estética
en el discurso filoséfico o, quizas, como una necesidad. Es una necesidad, puesto
que no encontramos otro camino mejor para procurar un avance en el estudio
de la complejidad, pero también tiene algo de conviccion, en la medida que se
van obteniendo resultados matematicos que refuerzan la percepcién que uno
se va haciendo del mundo exterior. El despliegue de una singularidad recuerda
la germinacién de una semilla y lo evocan una infinidad de procesos en los
que la singularidad parece desplazarse a lo largo de la dinamica dispuesta a
ser desplegada en un momento posterior. Un ejemplo de estas singularidades
viajeras son las células madre que estdn cobrando recientemente tanto interés
en el estudio de la oncogénesis y parecen estar presentes en todos los desarrollo
de los seres vivos. ; Cémo formular en el contexto de la dindmica abstracta esta
nocién de singularidad viajera capaz de ser desplegada en un tiempo posterior
de la evolucién dindmica?

En las Matemadticas y, especialmente en las adreas menos aplicadas, vive el
sentimiento de que todo resultado es susceptible de tener traduccién al mundo
real. Nosotros participamos de este sentimiento en el contexto de los sistemas
dindmicos, al menos en un sentido reciproco: la evoluciéon de un fenémeno
real ha de tener su representacién en la dindmica abstracta. No oculta este
optimismo la ficcion aparente que media entre las Ultimas cuestiones y unas
respuestas convincentes. Sin embargo, se ha de reconocer que una buena dosis de
ficcién, al menos de imaginacién, estuvo presente también en muchas propuestas
fisicas donde las Matemdticas acabaron jugando un papel decisivo. Las distintas
concepciones del atomo podrian ser un buen ejemplo de ello. Incluso en este
punto alguien que haya reflexionado sobre la evolucion del conocimiento, desde
la experiencia sensorial a la memoria y desde ésta a la deducciéon més abstracta,
podria introducir aqui mejores puntualizaciones.
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Abstract

Along this work we will consider several models of partial differential
equations that describe cellular movement. We will introduce some
mathematical techniques in order to describe the behaviour of the
solutions of these models.
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to setady states, Blow-up
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1 Introduction

One of the most important characteristics of living systems is their interaction
with the environment in which they reside. Frequently, the way of interaction
involves movement towards or away from an external stimulus or signal and such
a response to the stimulus is called taxis. The process which leads to taxis is
very complex but, basically, it is divided in three steps. In the first step, the cell
detects the extracellular signal by specific receptors on its surface. Then the cell
processes the signal and, finally, the cell alters its motile behaviour. Depending
on the nature of the signal we have different kinds of taxis (see for instance
[36]), for example aerotaxis, chemotaxis, galvanotaxis, haptotaxis, phototaxis,
ete.

The following question arises: how this phenomenon can be described with
mathematical terminology? The answer to this question is not simple but surely
involves different scales, subcellular, cellular or mesoscopic and macroscopic and
each of them can be described in a continuous or discrete setting. Another
subsequent question are which is the relationship between different scales or
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how the individual behaviour influences the collective one. These questions,
although important are not addressed here. We will just focus on a particular
kind of continuous models concerning the motion of cells at the macroscopic
scale.

Along this work, we will assume that the organisms respond to the spatial
gradient of the stimulus. Moreover, we will suppose that the organisms also
move without any preferable direction, see [35] for a justification. In some
cases we will add a term which describes the process of birth and death of
the organisms. To be more precise, throughout this work, the equation that
describes the motion of the organisms is given by

uy = Au V- (d(u,v)Vv)+ f(u,v) (1)
~ N————— S——
Dif fusion Taxis Reaction

where f : [0,+00)? = R, ¢ : [0,+0)? — R and u, v denote the concentration
of organisms and the stimulus or signal density respectively.

While, in general, the taxis term leads to aggregation, the diffusive term
always has a dispersive effect. Therefore, there is a competition between the
taxis term and the diffusive one and three different regimes are possible:

e The diffusive dominant regime. This means that the diffusive term is
dominant and the effect of the taxis can be ignored for large times.
Consequently, as time goes to infinity, the solution to (1), if exists and is
unique, behaves like the solution to the heat equation with the reaction
term f(u,v).

e The taxis dominant regime. Here, the taxis term is strong enough to
generates singularities either in finite time or infinite time.

e The equilibrium or transition regime.

In the next Sections we will deal with various models related to (1) that serve
to illustrate diffusive dominant, taxis dominant and the equilibrium regimes.
In the sequel, C' denotes a generic positive constant.

2 Chemorepulsion

Probably one of the most famous models in mathematical biology is the Keller-
Segel system. Such a model was proposed in [27] in order to describe a
very particular stage in the life of many species of cellular slime molds, the
aggregative stage. At this stage, the amoebas begin to aggregate in a number
of “collecting points” or centers. At each center a slug forms, migrates and
eventually forms a multicellular fruiting body ([27] p. 399). The aggregation
is induced by the presence of a chemical substance produced by some of the
amoebae. This particular case of taxis, induced by a chemical, is called
chemotaxis. We will make some comments about the Keller-Segel system in
the last Section. In this Section we assume that the cells produce a chemical
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and the chemical acts as a repellent. So, the cells escape from the chemical
moving away from its gradient. Here, we study the following model that was
proposed in [40]:

u = Au 4+ V- (uVo) in Qx(0,7),

Dif fusion Chemotazis
v= DAy — [v + u in Qx(0,7),

Dif fusion Decay Production (2)
ou Ov
R Q T
5 = on 0 on 00 x (0,7),
(u,v)(x,0) = (ug,vo)(x) in Q,

where € is an open bounded subset of RY with smooth boundary 92, n denotes
the outward unit normal vector to €2 and D and (3 are positive real numbers.

Our first step is to show that (2) admits a unique positive local in time
solution. This is proved with help of the abstract theory for quasilinear parabolic
problems presented in [2].

Théoréeme 1 Letp > N be given and consider the initial condition (ug,vy) €
WP R?) with ug,vo > 0. Then (2) has a unique local in time classical
solution

(u,v) € C(Q % [0, Trmax); ]RZ) NC®(Q x (0, Traz); ]Rz),

with u(z,t),v(x,t) > 0 for each (z,t) € Qx[0, Trnax); Tmax denotes the mazimal
existence time. Moreover, if there exists a function w : (0,400) +— (0, +00) such
that, for each T > 0,

(u(t), v(t)]|oo < w(T), 0<t<min{T,Tmaz}, (3)
then Tyaw = +00.

At this point we must wonder if the solution provided by the previous
theorem is global in time or not, that is, whether T},,4, = +00 or Tya < F00.
Notice that the physical interpretation of (2) suggests that Ty, = —o0.
Therefore we should try to prove (3) and, to this aim, we use a recursive
argument.

A first attempt, not the best one, can be the following: We integrate in the
space variable the u-equation of (2) and we get

d

il = 4
| u=o @)

which implies
[u@®)[lr = lluolli, 0<t< Tas- (5)
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A direct consequence of (5) is that, for every measurable set E C 2 with positive
Lebesgue measure we have

lim inf <sup u(xj)) < 4o00.
t—=Thmae \TEE

So, the set of blow-up points for u has zero Lebesgue measure. Now, from

the uniformly L'-bound (5) coming from the u-equation we can use parabolic

regularity theory in the v-equation to get uniform bounds for v:

Lemme 2 Assume that 0 < to < Thaee and 1 < v < N. Let us set
v = Nvy/(N—7). If|Ju(t)||y < C1 for allt € [to, Tinas) then for eachp € [1,7%)
there exists Co depending on N, Cy and p such that

Hv(t)”Wl*P < C27 te [t07Tmaa:)~

The proof of this Lemma can be obtained from the representation by linear
semigroups of the v-equation; see for instance [25, Lemma 4.1].

As we see, in this procedure we are regarding the system (2) as a set of
separated equations. For example, if N > 2 we cannot obtain uniform bounds
of ||u(t)||w1.2. Moreover, the bounds for v depend strongly on the dimension N.
We should use, if it is possible, the intrinsic properties of the system and deal
with the full system simultaneously. The idea is to capture properly the taxis
term of the u-equation from the v-equation. In a formal way, we proceed as
follows.

First, if we multiply the u-equation by logu and we integrate respect to the
space variable, we get:

2
/utlogu:—/ﬂ—/VU-VU
Q Q U Q

and, by (4), we deduce that

2
4 ulogu:—/ [Vl —/Vu'Vv. (6)
Q Q

dt Q u

On the other hand, multiplying the v-equation by —Awv and integrating with
respect to space, we obtain:

i/ |Vv|2:—D/ |Av|2—ﬂ/ |Vv|2—|—/Vu-Vv. (7)
dt Jo Q Q Q

Finally, by adding (6) and (7), we have that

where

1
F(u,v) :z/ulogu—i——/ |Vol?,
Q 2 Ja
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\V4 2
D(u,v) ::/Q%—FD/Q|AU|2+5/Q|VU|2.

Observe that it is possible to control the negative part of slog s, thanks to the
boundedness of the domain 2. Therefore, there exists a constant C' > 0 such
that

—C < F(u(t),v(t)), t€[0,Thmaz)- (9)

This, together with (8), has various important consequences for the
associated system (2). Frequently, when the systems under consideration stem
from phenomena in physics, the functional F' is called the entropy and the
functional D is called the entropy production. In mathematical terminology, F'
a Lyapunov functional.

The first consequence that we get uniform bounds for u and v independently
of the dimension. By a simple integration of (8) in the time variable, taking
into account the regularity of the initial data we get that

—C < F(u(t),v(t)) < F(ug,vg) < +00, t€ [0, Tmaz)- (10)

We also have
t
/ D(u(s), v(s))ds < F(ug,v0) + C, t € [0, Tynas)- (1)
0

The second consequence is that the information provided by the Lyapunov
functional F' can be used to determine the long time behaviour of (2).

Let us summarize. Our goal is to show that the solution of (2) is global
in time and we are trying to find bounds uniform in time in the L*-norm for
u and v. To this aim, we have introduced the Lyapunov functional associated
to (2).

At this point, since the results depend on the dimension, we distinguish
between N < 2 and the higher dimensional case.

2.1 The Case N <2

Here, it is possible to derive uniform LP-bounds for every p. This is done by
multiplying the u-equation by (p 4+ 1)uP, integrating in the space variable and
using the uniform bound

t
/ / |AU|2 < +OO, t e [OaTma$)7
0 JQ

as well as the Gagliardo-Nirenberg inequality. After that, we can adapt the
Moser iteration method (see for instance [1]) or the De Giorgi method (see for
instance [6, 8]) to get uniform L estimates for u.

We skip the details of the estimates, since we consider more interesting to
show how to use the functional F' in order to infer the long time behaviour of
(2). In particular, we will show that u tends to the mean value

u 1/u 1/u
= e = TAl 05
12 Jg 12 Jq
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where || stands for the N-dimensional Legesgue measure of ). Moreover, we
will also derive the rate of convergence to the mean value of u.
To be more precise, we have the following:

Théoréme 3 Assume that N < 2. If (ug,vo) salisfies the hypotheses of
Theorem 1, then

||u(-,t) - EH% < Ceiatﬂ

where the constants C, a > 0 can be computed explicitly.

Démonstration. It is convenient to use a slight modification of the Lyapunov
functional F'. The functional

G(u,v) :== /Qulog(u/ﬂ) + % /Q |Vol?
also satisfies
L 6(ult) o(1)) = ~ D) o(1). (12)
From the Jensen inequality with the probability measure dp = dx /|| we readily

see that G(u,v) > 0. Assume for the moment that there exists a constant o« > 0
such that

aG(u,v) < D(u,v). (13)
Then, from (12) we deduce that
0 < G(u(t),v(t)) < G(ug,vo)e ™.

Therefore, we get that the Lyapunov functional G' decays exponentially to zero.
In particular, we have

/ ulog(u/a) < G(ug,vg)e” *".

Q

Finally, using the Cziszar-Kullback inequality (see [4])
1 2 _
ellu =l < [ wlog(u/m),

we conclude the proof.
It only remains to prove (13). We know that, for any r > 0,

rlogr+r—1< (r—1)>2
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Let us set r = u/u. By the Poincare-Wirtinger inequality and (5), we have:

/Qumg(u/a):a/erogrm/Q(r—n
7 [ -1y

[ =y

(fw)
(s
(L) (froee)

= |Q|C/ ut Vul?
Q

Therefore, aG(u,v) < D(u,v) with

IN
<l

S

IN
=l Q

IA
SRS :||<”§

azmin{26, ajc }
pw

O

Before ending this case, let us give an additional explanation of the fact that
u converges asymptotically in time towards its mean value. Observe that, for
any k, the couple (k, k/3) is a solution to

—Au+V - (uVv) =0 in O,

—DAv+ fv=u in €,

(14)
ou Ov
% = % =0 on 3(2

The conservation of the L'-norm of the solution along time can be used to select
the constant k:
kIQ| = [lu(t)]l = [[uollx

for all t. Therefore, @ is a solution to the setady state problem associated to (2).

2.2 The higher dimensional case

Unfortunately, for N > 3 it is not known whether the estimates provided by
the Lyapunov F' are enough to show the existence of global regular solutions,
independently of the size of (ug,vg). However, the bounds given by the
functional F suggest the existence of global L!-solutions.

In this case we use the compactness method. The idea is to introduce
a regularization (2). of (2) and to pass to the limit as ¢ — 0% to get a
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solution of (2). For this purpose, we need proper bounds of the solution of
(2)c independently of € > 0. The perturbation we will introduce is based on the
volume filling effect, a property that was identified in [19, 20] and can be used
to prevent the overcrowding of cells.

For each € > 0 we consider the following perturbation of (2):

uf = Aut+ V- (u(l —eu)Vo) in Qx (0,7),

vf = DAV — fve 4+ uf in Qx(0,7),

ou®  Ov° (15)
o 0 on 90 x (0,7),
(u€,v)(z,0) = (ug,vo)(x) in Q.

Observe that (2) is obtained by taking ¢ = 0 in (15). Moreover, since the
function f(s) = s(1 — es) vanishes at 0 and at 1/e then, if 0 < uf§,v§ < 1/e we
have

0 <uf v <1/e
The last assertion is a consequence of [2, Theorem 15.1] when we rewrite the
u-equation in terms of the new variable 2 = 1/e — u®. Using the results of [2],
we can also deduce, if (u§,v5) € WHP(Q;R?) and p > N, the existence and
uniqueness of a unique regular solution to (15) for sufficiently small € > 0.

Next we turn to present an estimate of the solutions (u¢, v¢) that is uniform
with respect to e:

Lemme 4 For any sufficiently small ¢ > 0 and any t > 0, the solution (u€,v°)
to (15) satisfies

v €2
/<u€|logu€|+&) (t)+
Q 2
t €2
+/ / (M +D|Av€|2+ﬁ|VU€|2><Co,
0 JQ u

where Cqy depends only on Q and F(ug,vo)-

We skip the proof of this lemma and we present without proof the results
for N =3 and N = 4 that can be inferred:

Théoréme 5 Let N = 3. Ifug and v are non-negative functions in WP (Q)
for some pg > 3, then there exists a global weak solution (u,v) to (2) which also
satisfies

(u,v) € L¥4(0, T; WH*/4(Q; R?))

for any T > 0. Moreover, we have

lim (u(z,t) — 1) ¢(x) dv =0 V¢ e L>(Q) (16)
t—+oo Jo
and
Jim_Jo(-.8) ~ T2 = a7)

where U denotes the mean value of v.
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Théoréme 6 Let N = 4. Ifug and vy are non-negative functions in W1Po(Q)

for some pg > 4, then there exists a global weak solution (u,v) to (2). Moreover
we also have (16) and (17).

Let us point out that the previous existence results do not seem to extend
to space dimensions N > 5 since, for these N, we cannot ensure that
uVo € LY (Q x (0,T);RY) for all T > 0. In fact, if N = 4 we have
uVv € LY(Q x (0,T); RY) and no more than this and we have to apply the
Dunford-Pettis Theorem (see [3]) as well as the Vitali convergence Theorem
(see [14]) in the compactness method.

The proofs that have been omitted here can be found in [7].

3 Invasion

In the previous Section, the signal or stimulus diffuses in the environment.
However there are cases in which the stimulus is strictly localized; for example,
this explains the behavior of the ants, which follow trails left by predecessors,
myxobacteria (see [36]); this is also the situation in cell invasion phenomena.
The cell invasion into the surrounded extracellular matrix is a process that is
present in various biological phenomena like wound healing, tumor invasion or
morphogenesis.

Along this Section, we will deal with a model related to tumor invasion that
covers the models proposed in [5, 37]. It is assumed that the tumoral cells
produce proteolytic enzymes which degrade the extracellular matrix. Then, the
tumoral cells move towards the gradient of the matrix. Such a movement is
called haptotazis. The model has three main variables, u (the concentration of
cancer cells), v (the extracellular matrix distribution) and m (the concentration
of proteolytic enzymes) and is the following:

u= pAu  — V- (ux(0)Vv) + pu(l —u—v) in Qx(0,7),
—~

Dif fusion Haptotaxis Proliferation
v =—  ymu in Qx(0,7T),
~—~—
Degradation
mi= Am  — fBm + aug(v) in Qx(0,7T),
Doal ~~ N——
Dif fusion Decay Production
ou v Om
- _ =" =0 o0 x (0, T
P, —ux() g = == on (0,7),
(u,v,m)(x,0) = (uo, vo, Mmo) () in Q.
(18)

Here, Q ¢ R” is again a bounded regular domain, g, x € C([0, +00)) with
g(s),x(s) >0 forall s >0, x>0 and a, 3,7, p are positive constants.

In order to elucidate the behaviour of (18), let us simplify the equations.
Later on, we will deal with the full system. Dividing the m-equation by G we
get:

B my = BT AM —m + %ug(v).
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Next, we observe that if the production and decay rates of the proteolytic
enzymes, denoted by a and [ respectively, are much greater than the motility,
that is a > 1, 3> 1, then, heuristically, we can claim that

m gug(v).

B

Now, let us replace m by this function in the v-equation. Assuming that the
proliferation term in (18) is of the form pu(l —u), we get:

ug =V - (pVu —ux(v)Vu) + pu(l —uw) in Q x (0,7,

vy = —%vug(v) in Qx (0,7,

19
% - UX(”)% =0 on 9Q x (0,7), (19)
(u, v)(,0) = (uo,vo)() in Q.

Let us now suppose that p = % = 1 (because the values of the constants

play no role in the proofs). Moreover, for simplicity, let us also assume that
x(v) =1 and g(v) = v?~! for some 3 > 1. Then we have from (19):

uy =V - (Vu—uVo)+pu(l —u) in Qx(0,7),

v = —uv’ in Q x (0,7),

ou ov (20)
o Yo, =0 on 9 x (0,7),

(u, v) (2, 0) = (uo, vo)(x) in Q.

The lack of an operator acting in the space variables has two important
consequences in the v-equation. The first one is that there is not space
regularization for v and this makes appear in some sense a hyperbolic structure.
This can be seen by solving the v-equation. For instance, if § =1,

U(.’E, t) = Uo(x)e* fot u(a:7s)d5

and, if vo(-) € L'(Q), we have v(-,t) € L*(Q) and not more than this for all
t > 0. The second consequence is that the speed of propagation in the v-equation
is zero. This means that, if vo(zg) = 0 for some z¢ € §, then v(zp,t) = 0 for
all t > 0.

Next, we follow the same steps in the previous Section in order to
analyze (20). The next result provides global existence and uniqueness for
(20) in 2-dimensional domains:

Théoreme 7 Assume that 0 <1 <1 and Q C R? is a bounded domain with
C?* boundary 0Q. If (ug, wo) € C*HH(Q;R?), ug > 0, v > 0, ug # 0 and the
compatibility condition

0 0

% = UO% on 0N
is satisfied, then (20) has a unique global positive solution defined on [0, +00)
and (u,v) € C2HLIH2(Q % [0, TT; R?), for all T > 0.
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The proof can be carried out as follows. First, we establish local existence
of a solution; this is done in a similar way as in [38, 39]. The main difficulty
to overcome with respect to these papers is that we use different boundary
conditions. Then, in order to obtain global existence, suitable estimates of the
solutions are obtained. However, in contrast with the previous Section, the
lack of spatial regularization effect for v demands tedious estimates. As in the
previous Section, a Lyapunov function

1
F(u,w)z/u(logu—l)—i——/117B|V11|2
Q 2 Ja

associated to (20) plays an important role. For pu = 0, that is, without
proliferation, such a Lyapunov function was first introduced in [9], although
some ideas had already been given in [39].

Now, we will focus on the long time behavior of the solutions to (20). As
we have seen in the previous Section, the solutions to the stationary problem
associated to (20) are candidate to be the limit of the solutions as time goes to
infinity.

Théoréme 8 The positive solutions (u,v) to the stationary problem
associated to (20) with v € WH>(Q) are given by

(U*,U*):(O,”D), 56732)

(u*,0") = (1,0), if p>0,

(u*,v*) = (k,0), if u=0,
where k>0 and Py = {z € WL>(Q) : 2>0, 2 #0}.

Let us stress that uv = 0 does not imply that either u = 0 or v = 0. Notice
that functions with disjoints supports satisfy uv = 0.

The basic idea in the proof of this result is to rewrite the system for the
new variable z = ue™" and then to apply the strong maximum principle and
the Hopf Lemma (see for instance [17, Lemma 3.4, Theorem 3.5]) to deduce that
either z =0 or z(x) > 0 for all z € Q.

By the results of the previous Section we can expect that the solutions (1,0)
or (k,0) are globally asymptotically stable and the solutions (0, 7) are unstable.
In fact, it is just this what happens. However, the rate of convergence is known

to be exponential only when 8 = 1. Thus, we distinguish the cases § = 1 and
6> 1.

The case § =1 - We prove the following:
Théoreme 9 Under the hypotheses of Theorem 7 we have:
Hu('vt) - UNH2 < 0679t7 HU(-,t)HOO < Ceie/tv (21)

where 6,60 are positive constants and

1

— [ uy if p=020,

Uy 1= |ﬂ|/g° I (22)
1 if > 0.
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Démonstration . Again, the proof relies on the properties of a Lyapunov
function F. In this case, we have

d
EF(UHU) - —D(U,’U),

where

1
F(u,v):/u(logu—1)+1+—/v_1|Vv|2,
Q 2 Ja

2
D(u,v) = / [Vl + l/ (wo™ | V]? 4 pu(u — 1) logu) .
Q u 2 Jo

The first step is to prove the exponential decay of F'. For this purpose, it
is enough to prove that D(u,v) > «F(u,v) for some a > 0 and, to get this
inequality, it is convenient to establish that u is separated from zero:

Lemme 10 Under the hypotheses of Theorem 7, if min g uo(z) > po > 0 for
some po > 0 then min g u(z,t) > p for some p > 0.

We skip the proof. Let us point out that, if min g uo(xz) = 0 but ug # 0
then, by the strong maximum principle, for 7 > 0 we have min, 5 u(z,7) > 0.
Consequently, in this case we can repeat our arguments taking as new initial
time 7 > 0.

By the previous lemma and the inequality logs < s — 1, we obtain

D(u,v) > g/ v HV)? + pp(u — 1) logu
Q
> 2 [ 0T + pp(ullogu = 1) + 1) 2 9 F (), v(0),
Q

where v = min{p, up}. Therefore, F(u(t),v(t)) < F(ug,vp)e” 7" and, in
particular, we have

2
/ o Vol? g/ [Vol® < F(ug,vp)e 7" (23)
Q Q v

where C), > 0 is any positive constant such that v < vy < C,. Next, we
multiply the u-equation by u —u, and we integrate in the space variable. From
the uniform bounds in time of u(,t) in the L>-norm, (23) and the Poincare-
Wirtinger inequality, we get:

d
— (u—u#)2=—2/ |Vu|2—|—2/uVu-Vv—Z,u/u(u—uﬂ)2
dt Jo Q Q Q

(=2 [ 1vuP 0o [ 90— [ (- (20

< COC, (o w)e™ = Clp) [ (=)
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where
2up  if p >0,
C(M):{ 2-Ce ip ).

From (24), we easily get the result. O

The case § > 1 - We now have:

Théoreme 11 Under the hypotheses of Theorem 7, if t is sufficiently large,
then

(-, ) — uulla < C(llvoll i p(8 — 1))@= (25)
[0(,)lloo < (loolli? + p(8 — 1)t) 7. (26)

Démonstration. On one hand, we know that

t
/ /uv_1|VU|2§C. (27)
0o Jo

On the other hand, solving the v-equation we have that

1
-5

t i—
v(x,t) = (vo(a:)lﬁ + (8- 1)/ u(m,s)ds)
0
This equality, together with Lemma 10, implies (26). As a consequence

u(@, oz, 6) 1 > p([luollls? + p(8 = 1)) 7.

Now, putting the above estimate in (27), we obtain

t
_ a1
| ot + o5 - 19)7s [ ve <c. (28)
0 Q
Taking into account this decay property of the gradient, we can use an argument
similar to the one used in the case 3 = 1 to conclude the proof. |

Now, we study the full system (18). This has an advantage with respect
to (20) because the m-equation induces regularity in the component wv.
Accordingly, in this case we can also deal with 3-dimensional domains. We
will assume in fact that NV = 3 in the rest of the Section.

Let us introduce some spaces. Let p € (1,00) and let us define the operator

Apu = —Au+ fBu

with domain

D(4,) = {u € W2P(Q) : % =0 on 89} .
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Since Re 0(A4,) > > 0, where 0(A,) stands for the spectrum of A,, we can
also introduce the fractional powers A} for all v > 0 (see [18, Chapter 1, Section
4]) . Let us set

X, = D(A}).
In the next result, the local existence and the continuous dependence of the
solution respect to the initial data are analyzed:

1 3

Théoréme 12 Letv € (5 + 2 1) and p € (3,6). Suppose that the initial
P

data satisfies

xo = (ug,vo, mg) € H' () x WH*(Q) x X/ :=Y.
Then there exists 7(||xo||y) such that the problem (18) has a unique solution

u € C (0,7 B @) N (0,7 W () |
v €C([0,7];Whee(Q)) NC ((0,7); Wheo(Q)) , (29)
m € C([0,7]; X7) NC((0,7); XZ) NC ((0,7); W2P()) .

Moreover, the solution depends continuously on the initial data. Finally, if
uo (), vo(x), mo(x) > 0 then u(z,t),v(x, t), m(x,t) > 0 for all (x,t) € Qx (0, 7].

In order to show that T}, 4, = +00, where T}, 4. denotes the maximal interval
of existence, we have just to check that, for all 7" > 0 such that the solution
exists in [0,7"), one has (u,v,m) € Xp x Y x Zp and

H(u7v7m)HXT><YT><ZT < C(T) < 400, (30)

where
Xy =L (O,T; Hl(Q)) ,
Yr =L (O,T; Wl’oo(ﬂ)) ,
Zr =L1=(0,T; XY) .

At this time, let us explain why the estimate (30) is enough to obtain global
existence and also uniqueness. The argument is as follows.

First, we apply Theorem 12. This gives us a solution up to a time ¢; > 0;
then, we can apply again the Theorem 12 with initial data

(UOa UOamO) = (u(a tl)a ’U(-,tl), m('vtl))'

Therefore, recursively we have an increasing sequence of times ¢, k € N and,
thanks to (30) it can be assumed that ¢, — 4o0o. This argument leads to the
existence of solution in [0, T for all T' > 0.

It should be stressed that, a priori, we do not have uniqueness of solution
on [0, T] for any given T' > 0 because Theorem 12 assures uniqueness just for T’
small. However, this difficulty can be solved as follows.

Let up, uz two solutions of (18). We define the set A by

A:={te€[0,T]: ui(-,t) #uz(-,t) in Y}.
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Assume that A # @; then there exists t* = inf A and t* > 0, by Theorem 12.
Hence, t* — e &€ A, for all € > 0. Now, applying Theorem 12 at time t* — ¢ and
taking into account that the maximal existence and uniqueness time is bounded
from below, we obtain that uy (-, t) = ua(-,t) for all ¢t € [0, t*+k] for some k > 0,
contradicting the Definition of t*. Therefore, A = @ and the uniqueness result
follows.

We skip the proof of (30), that it is based on the Gagliardo-Nirenberg
inequality (see for instance [18, Chapter 1, Section 6]) and a parabolic regularity
result (Lemma 2).

Our next step is to study the long time behavior of the solutions. In this part
of the Section, we will focus on the cases g(s) = 1 and g(s) = s, that correspond
to the models proposed in [5] and [37] respectively. Clearly, the simplified system
suggests the result. Unfortunately, we cannot argue as previously for the long
time behaviour due to the lack of a Lyapunov function for (18). However, if
we examine carefully the proof of Theorem 9 we notice that two estimates were
crucial in the proof. The first one is the separation from zero of u and the
second one is the exponential decay of the gradient of v to zero.

Lemme 13 Under the hypotheses of Theorem 12, if min g uo(x) > po > 0 for
some po > 0, [[vollec <1 and p >0, then min, g u(z,t) > p for some p > 0.

Lemme 14 Let 7 >0, vg > 0. Assume that
m(z,t) > >0, Vt>r1. (31)

Then, for allt > T, we have

/Q|Vv(t)|2 < Ce M, (32)

for all 0 < k < 6.

Observe that, when g(v) = 1, Lemma 13 implies (31). Therefore, for
g(v) = 1 we can repeat the arguments in the proof of Theorem 9 and obtain
the following:

Théoréme 15 Assume that g(v) = 1. Under the hypotheses of Theorem 12,
if [lvolloo < 1 and p > 0, we have:

2
ult)—u, |2 < Ce %, |[v(-, )|l < Ce %, |Im(-,t) — My < Ce 2 (33
w2 ﬁ

2

where 0,0, 0 > 0 and v, is as in Theorem 9.

In the case g(v) = v we cannot ensure (32). In fact, we will see that it does
not hold in general. It is also unclear how to get a decay of the gradient of v
in the spirit of (28). In this case, we use a different argument that is similar to
the one used in [15].



100 C. Morales-Rodrigo

Thus, let us introduce

y(8) = llu(- 1) = upllz-

We try to prove that lim; 4 y(t) = 0. Notice that the inequality

/000 y(s)ds < C (34)

is not sufficient to claim that y(¢) goes to zero as time goes to infinity. We need
an additional condition to control the oscillatory behavior of y(t). For example,

the condition
t41

lim lye(s)| ds = 0. (35)

t——+oo t

The last theorem of this Section is the following:
Théoréme 16 Let g(v) = v. Under the hypotheses of Theorem 12, we have:

Jim_[u( )~ s =0, T ol )l =0, Tim_[fm(, )] =0. (30
For the proof, we first check that (34) and (35) holds. We omit the details,
that can be found in [29].

Before the end of the Section, let us point out that the results of this Section
can be found in the papers [28, 29]. See also [43, 44], where the authors prove
the existence of a global in time solution for other models of invasion.

4 Angiogenesis

Angiogenesis is a physiological process involving the new vessels sprout from
a pre-existing vasculature in response to chemical stimuli. Angiogenesis is
a normal process in growth, development and wound healing. However,
angiogenesis is also induced by tumoral cells. As a response to oxygen
deprivation, tumoral cells secrete tumor angiogenic factors (TAF). These factors
diffuse until they reach the endothelial cells that form the blood vessel wall.
Then the factors attach to the endothelial cells and provoke, after a signalling
cascade, the chemotactic migration of the endothelial cells towards the tumor.
After that, the cells join together to form new capillaries. The interested
reader can found more details about tumor-induced angiogenesis in [32] and
the references therein.

The model that we will consider in this Section has two variables, namely u
(the concentration of endothelial cells) and v (the concentration of TAF). Both
populations live in a bounded domain Q@ ¢ R™, N > 1, with regular boundary.
Moreover,

0N =TyUTly,

where T'g and I'; are open and closed sets in the relative topology of 9. We
assume that ['g is the tumor boundary and I'; the blood vessel boundary, see
Figure 1 for an example.
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Figure 1 — Example of domain €.

We impose a homogeneous Neumann boundary condition for v on 02 as
well as for v on I';. We also assume that there is a flux of TAF entering in the
domain 2 through I'y in a nonlinear way. This is the main difference here with
respect to [12], where this term is linear. To fix ideas, we will assume that

ov v
o onTyx(0,T
an /”Ll_’_von OX() ))

where p > 0 is a constant that measures the amount of TAF produced on the
boundary of the tumor. Therefore, we consider the following parabolic problem

up — Au = —div(V (u)Vv) + du —u?  in Q x (0,7),
vy — Av = —v — cuv in Q x (0,7,
ou  Ov
R T T
on " on " N € )
ou v v
on 0 on M1to on Lo x (0,7),
U(QI,O) = U’O(x)v ’U(Q},O) = 1]0(33) in Q7
where 0 < T < 400, A, u > 0, ¢ > 0 and the function
V eCYR), V >0in (0,00) with V(0) = 0; (38)

and ug and vy are non-negative and non-trivial given functions.

Let us give a short explanation of the model. Endothelial cells diffuses, moves
towards the gradient of TAF and reproduces following a logistic law. Here, V'
is the chemotactic response of the endothelial cells to the chemoatractant v. In
this case the response depends on a nonlinear way on the density u. The TAF
diffuses and either attach to the endothelial cells —cuv or it is consumed —wv.

As in the previous Sections, we will first present a local existence theorem
whose proof relies on the abstract theory of semilinear parabolic problems.
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Théoréme 17 Let us assume that p > N, (38) is satisfied and (ug,vo) €
(WLP(Q))2, with ug > 0, vg > 0 a.e. in Q. Then, (37) has a unique non-
negative local in time classical solution

(u,v) € (C([0, Trnaz); WHP(2)) N C*H(Q x (0, Trnaz)))?,

where Tinae denotes the mazimal existence time. Moreover, if there ewists a
function w : (0, 400) — (0,400) such that, for each T >0,

[(u(t), v(t))lle <w(T),  0<t<min{T,Thas}, (39)
then Typan = +00.

For the global existence of a solution, we have to impose an additional
assumption on V, for instance that V is bounded. In that case, we can prove
the estimate (39) by a recursive procedure. The most technical part needs a
regularity lemma like the one in the first Section (Lemma 2) for the v-equation:

Lemme 18 Assume that 0 < to < Thaw and v € (1,00). Let us set
v = Nvy/(N-1). If [|u(t)||, < Ci for allt € [to, Tmaz) then for eachp € [1,~%)
there exists a constant Cs, depending on N, C1 and p, such that

||’U(t)||W1*P S C?a te [thTmaw)'

Next, we deal with the steady-state problem associated to (37). In previous
Sections all the steady-states with positive components we have found were
homogeneous in the space variable. Here, the nonlinearity on the boundary
induces the presence of steady-states where none of the components satisfies
this property.

The steady states of (37) can be classified as follows:

e The trivial solution.

e Semi-trivial solutions i.e. couples (u,v) such that u = 0 or v = 0 but

(u,v) # (0,0).

e Solutions (u,v) such that u # 0 and v # 0, which are called coexistence
states.

It is clear that the trivial solution exists for all A, u > 0.

If the v-component of the steady-state is zero, then a semi-trivial positive
solution exists if, and only if, A > 0. In that case, it must be of the form (A, 0).

If the u-component is zero, then we must solve the nonlinear problem

—Av4+v=0 in Q,

ov

%:0 onfl, (40)
ov v

Yl onT.

on ul—i—v onto

This equation was analyzed in [42] when I'; = 0.
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Lemme 19 There exists a positive solution of (40) if, and only if,
> >0,

where py is the principal eigenvalue of the linearization at zero of (40) i.e. the
principal eigenvalue of

—AY+p=0 inQ,

0

8—;620 on Iy,
8—w=u¢ on I'y.
on

Moreover, in such case, the positive solution is unique and will be denoted by
0.

Hence, the couples (0,6,,) for u > 1, are the unique semi-trivial solutions
for which the u-component is zero.

In the analysis of the existence of coexistence states of (37), we find two
curves u = F(\) and A = A(u) that are crucial. Here, F'(\) is the principal
eigenvalue of the linearization of the stationary wv-equation at (\,0) i.e. the
principal eigenvalue of

~AY+(1+cA)p =0 inQ,

0

8—:[: =0 on I'q,
8—¢ :,LL’L/) on FQ.
on

For each v > pq, A(p) is the principal eigenvalue of the linearization of the
stationary u-equation at (0,6,,) i.e. the principal eigenvalue of

{ —Ap+div(V'(0)0,0) = ¢ in Q,

—_— = on I'gUT'y,

and A(p) =0 for p € [0, pq).
The next theorem entails the existence of coexistence states for some range
of the parameters A\, u.

Théoréme 20
1. Assume that V'(0) = 0. Then, if
A>0 and p>F(\), (41)
there exists at least one coexistence state.

2. Assume that V'(0) > 0. Then, if

(A= AW)(u— F(N) > 0. (42)

the same holds.
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\ A=A®)

u=F(A) u=F(A)

H, M,

\

Case a) Case b)

Figure 2 — Coexistence regions. Case a) V’(0) = 0 and Case b) V'(0) > 0.

In Figure 2 we have drawn the coexistence regions, denoted by A in both
cases, V'(0) = 0 and V'(0) > 0.

The proof the previous theorem is based on well-known techniques in
bifurcation theory. The main idea is to apply the Crandall-Rabinowitz Theorem
[10] with X as varying parameter to deduce that (A, u,v) = (A(p),0,0,) is a
bifurcation point for the semi-trivial solution (0,6,). Then, we apply Theorem
4.1 of [31] and we get a continuum C* of positive solutions emanating from the
point (A, u,v) = (A(p),0,6,), such that (A, 0,0) € cl(CT), where A\ satisfies

See Figure 3, where we have drawn the bifurcation diagrams in the cases
V’(0) =0 and V'(0) > 0.

(e8] 0.0 (e8] *.0)
A . A o

©06,) 00,

v
v

r A Al % X\

Case a) Case b)

Figure 3 — Bifurcation diagrams. Case a) V/(0) = 0 and Case b) V'(0) > 0.

To end this Section, we will recall some results concerning the long time
behavior of (37). We will assume that V' is bounded and, therefore, the solutions
are global in time. The first of these results asserts the exponential convergence
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of the v-component to zero whenever p is sufficiently small:

Théoréme 21 There exists a decreasing function o : [0, 1) — (0,1] with
the following property: if v € (1,400), 8 € (1,1 + 1/v), u € [0,1) and
0<d<p<a(u), there exists C > 0 such that the v-solution to (37) satisfies

lv( )y < Ce™luolly  VE>0

and
ol Bllwsn < A+t Jugll, ¥t >0,

where § = 0(5) € (0,1).

Our next result shows the convergence of the u-component to zero for small i
and A = 0.

Théoreme 22 Assume that p € [0, 1) and A = 0. Then

Jim a6l =0,

for any m <1 and any p > 2.

Finally, the last theorem of this Section shows that, if we impose appropriate
conditions on V' at zero, p is sufficiently small and A > 0, the u-component
converges to the constant function u = A:

Théoreme 23 Let pn € [0,p1) and assume that there exist C,09 > 0 and
k> 1+ N/2 such that

0<V(s) < Cs, [V'(s)| < Cskt
for all s € (0,00). Then, there exists 6 > 0 such that
[u(,t) = Allwms < Ce™,
for allt > 19 >0 and any m <1, p > 2.

The results of this Section have been extracted from [11].

5 The Keller-Segel model

In this last Section we will say something about the Keller-Segel system, trying
to cover situations that have not been considered yet. This system has been
studied extensively in the literature, specially in the last years, see the review
papers [21, 23, 24]. As we said in Section 2, the Keller-Segel system has
been proposed to describe the aggregative stage of cellular slime molds. The
model considers two variables u (concentration of cellular slime molds) and v
(concentration of chemoattractant).
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Under some assumptions, the following semi-stationary system is a good
approximation:

ug =V - (Vu—xuVv) in Q x (0,7),

0=Av—~yv+au in Qx (0,7),

ou Ov (43)
%_%_0 on 990 x (0,7T),

u(z,0) = up(x) in Q,

where Y, a,~ are positive parameters. We will be concerned with blow-up
phenomena for (43). The main ideas and arguments that we recall here have
been taken from [33].

In [34] it is conjectured that blow-up may occur in finite time for u in a
form of a Dirac delta function; such as phenomenon is known as chemotactic
collapse. In [26] the authors showed in a 2-dimensional ball that it is certainly
possible to choose radially symmetric initial data such that the blow-up of u
occurs in finite time. In what follows, we assume that

e () =DRB; ¢ ]RN, N > 2, where By, is an open ball of radius L with center
at the origin.

e g is radially symmetric.

Let us introduce

1
02—/UO,
WN Jo

where wy is the area of the unit sphere SNV ~1 in RY. We define the following
quantity
1
My (t) = — [ w(x,t)]z|™,
wN Ja

which is a measure of the concentration of the solution around the origin. If
My (t) is small, then the solution is concentrated at the origin and the smaller
the quantity My (t) is more concentrated is the solution around the origin. For
s >0, let us set

N
Ey(s) := 2N (N — 1)§%/Ns(N=2)/N _ 504)(92 + axNL N0s + axyRs(s)

where
193/241/2 it N =2,
Ry(s) = Sl 0NN 2IN i N > 3,

The idea for the blow-up analysis is to show that My (t) — 0 as t — T, for
some Ty < +o00. For this purpose, it is enough to prove a differential inequality
of the form

SN () < Bo(My (1)

and pick the initial data My (0) such that Eyp(My(0)) < 0.
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Théoreme 24 Let N > 2 and assume that ax > 4 when N = 2. Then there
exists a positive constant c(0) such that, if 0 < My (0) < ¢(0), then Tyar < +00
and
lim  JJu(-,t)||co = +00.
t—=Thax
Moreover,
lim  |Ju(-, ¢)logu(-, t)]|1 = +oo.
t—=Thax

Of course, the last condition implies that «w blows up in the LP-norm for

every p > 1.

Remarque 1 If T),4, = Ty then the solution u forms a Dirac delta function
at the origin ast — T, ...

Finally, to conclude this Section we will say something about the convergence
to non-homogeneous setady states. This will be done for the fully parabolic
Keller-Segel system.

Let © € R? be a regular domain. We consider the system

Uy =AU—-xV-(UVV) inQx(0,7),
Vi=aAV — BV +6U  inQx(0,T),
oU oV
o on on 98 % (0,T),
(U, V)(x,0) = (Uo, Vo)(z) inQ,

where the initial data are non-negative. The change of variables

U _
= = 5 == V - V
u= g v=xV =)
leads to
up = Au — V- (uVv) in Q x (0,7,
ve=alAv—PBv+yu—1) inQx(0,7T),
ou @ (44)

. =0 o0 x (0, T
(u,v)(x,0) = (ug,vo)(x) in Q,

where v = x6Uy, ug = %—2 and vg = x(Vo — Vo). It is clear that ug is positive;
however, vy may be a sign changing function. The main tool for the analysis of
(44) is the functional

F(u,v) = /Q <u10gu + %(OAVUF + Bv?) — (u — 1)1}) :

that satisfies

where

_l ’U2 u Ou—’l}2
me—74@>+4|ww )2
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Observe that F' can be unbounded from below, due to the term — [, (u—1)v.
In fact, it is possible to choose initial data ug, vy and parameters «, 5 and y
such that F'(u(t),v(t)) — —occ ast — T, .., see [22].

In [16] it is proved by the compactness method that, when the solution
does not blow up (in finite or infinite time), there are sequences {t¢,,} such that
(u(tn),v(t,)) converge to a solution of the steady-state problem. If there exists
exactly one solution to the stationary problem, then this must happen for all
sequences {t,}.

However, the structure of the steady-state problem can be very complex
and it is not excluded even the existence of a continuum of stationary solutions.
Under the previous scenario, the convergence of the whole sequence to a solution
of the stationary problem is a delicate question. Nowadays, it seems that
the only tool available to handle this problem is the Lojasiewicz inequality.
See [30] for a description in the finite dimensional framework and [41] for the
infinite dimensional version. The Lojasiewicz inequality is used in [13] to prove
convergence to a steady state. Unfortunately, the steady state can be the trivial
one (1,0). To exclude this possibility it is enough to choose ug and vy such that
the solution does not blow up and F(ug,v9) < F(1,0) = 0; in view of the
arguments in [16, Section 5], this is possible.
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Resumen

Este documento es un resumen de los temas tratados en las
Jornadas de Experiencia en Transferencia de Tecnologia Matematica,
que se celebraron en la Universidad del Pais Vasco los dias 15 y 16
de Junio de 2009, en el marco del Proyecto CONSOLIDER ingenio-
mathematica (i-MATH). En las jornadas se presentaron once ponencias
que abarcaron las principales cuestiones relativas a la transferencia de
tecnologia matematica y las relaciones universidad-empresa. Después de
cada intervencién hubo un turno de preguntas y un intercambio de
opiniones sobre los temas presentados. Los ponentes fueron matematicos
con extensa experiencia en transferencia de tecnologia, responsables de
la administracién y de empresas. Al final del articulo se incluyen las
conclusiones acordadas, las cuales han sido ampliamente difundidas.

1 Introduccién

Existe un acuerdo general en la sociedad sobre que la innovacién industrial
estd cada vez mas basada en los resultados y las técnicas de la investigacion
cientifica. Es un hecho aceptado que la innovacién viene de la ciencia. Pero que
la investigacion estd en gran medida sustentada y guiada por las matematicas, y
que éstas son fundamentales para la industria es menos conocido. En Espana, la
comunidad matemadtica no tiene ninguna duda de que excelentes matematicas,
incluso abstractas, dan lugar a aplicaciones practicas muy importantes. Pero lo
cierto es que no hay muchos grupos con actividad permanente de Transferencia
de Tecnologia Matemética. A medio plazo, serfa muy importante que hubiera
mas grupos interesados en realizar transferencia, lo cual requiere aunar
esfuerzos, definir actividades y buscar relaciones, buscar contenidos.

Para tratar de todos los temas relativos a la transferencia de tecnologia
matematica y de las relaciones universidad-empresa, los dias 15 y 16 de Junio
de 2009 tuvieron lugar en la Universidad del Pais Vasco en Leioa las Jornadas
de Experiencia en Transferencia de Tecnologia Matemaética. La financiacién
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corrié a cargo del Proyecto CONSOLIDER ingenio-mathematica (i-MATH),
en el marco del Nodo CESGA, y de la Universidad del Pais Vasco - Euskal
Herriko Unibertsitatea.

El formato de las jornadas fue abierto, pero con los temas a tratar
previamente definidos. Se conté con once ponentes que trataron temas muy
variados. Fueron los siguientes: Informe de la OCDE sobre Matemdticas en la
Industria. Una mirada a Europa por Luis Bonilla, Una mirada a los Estados
Unidos por David Pardo, Matemdticas en las finanzas desde el lado de la
empresa por José Luis Fernandez, Valoracion académica de la transferencia de
tecnologia por Francisco Marcellan, Programas de Transferencia: participacion
y oportunidades para la tecnologia matemadtica por Alfredo Bermudez de Castro,
Matemadticas en el sistema sanitario por Javier Mar, Experiencia de creacion
de una empresa por Jaume Barceld, Necesidades y aportaciones de matemdticos
en empresas por Miguel M. Romay, El papel de las oficinas universitarias de
transferencia de tecnologia por Inaki Largo, Consultoria. Mapa de Consulting
de i-MATH por Peregrina Quintela, Workshops, Grupos de Estudio y Modelling
Weeks. Experiencias y posibilidades por Joan Sola-Morales.

La intervencion de cada ponente duré diez minutos y a continuaciéon hubo
un turno de preguntas y un debate con intercambio de opiniones. El escenario
fue una sala con todos los participantes sentados en mesas colocadas en circulo.
Esta configuracion facilita y fomenta la participacién de todos los asistentes. Las
sesiones fueron conducidas por Mikel Lezaun y contaron con Laureano Escudero
y Carlos Vazquez Cendén como moderadores.

En este articulo presentamos un breve resumen de cada una de las
intervenciones, mas bien de cada uno de los temas tratados, haciendo hincapié en
las ideas més relevantes presentadas. Después de estos restiimenes se incluyen
las conclusiones acordadas en la ultima sesion, las cuales han sido ampliamente
difundidas. Como comentario final, todos los participantes resaltaron la
importancia de la innovacién, de la transferencia de tecnologia de la universidad
a las empresas, ya que en el fondo, lo que esta en juego, es el mantenimiento de
los niveles de vida y bienestar de los que hoy disfruta la sociedad espanola.

El Comité de Organizacién de las jornadas ha estado formado por Laureano
Escudero Bueno (Universidad Rey Juan Carlos), Mikel Lezaun Iturralde
(Universidad del Pais Vasco), Carlos Vazquez Cendén (Universidad de A
Corufia) y Juan Luis Véazquez Sudrez (Universidad Auténoma de Madrid). El
Comité Local, ademdas de por Mikel Lezaun, estd formado por los profesores
de la Universidad del Pais Vasco-Euskal Herriko Unibertsitatea, Araceli Garin,
Gloria Pérez, Eduardo Sédinz de la Maza y Fernando Tusell. Al final del articulo
estd la lista de los participantes.
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2 Informe de la OCDE sobre Matematicas en la
industria. Una mirada a Europa,
por Luis Bonilla

La primera de las ponencias corrié a cargo de Luis Bonilla, Catedratico
de Matematica Aplicada de la Universidad Carlos III de Madrid y ex
presidente del European Consortium for Mathematics in Industry (ECMI).
En ella Bonilla present6 el Informe sobre Matematicas en la Industria que
la OCDE (Organizacién para la Cooperacién y Desarrollo Econémicos), a
través de su Foro Global de la Ciencia, publicé en julio de 2008 y del
que él fue uno de los ponentes. Este informe es fruto de un workshop
organizado para analizar las relaciones entre matemadticas e industria y para
formular recomendaciones préacticas orientadas a fortalecer esas relaciones, al
que asistieron Luis Bonilla y José Manuel Vega, ambos participantes en estas
jornadas. En el workshop participaron representantes académicos (universidades
e institutos de investigacién), de empresas (Airbus, Merck, Nokia, Philips,
Springer, S & T Microelectronics, ... ), de gobiernos y de la propia OCDE.
El informe completo se puede encontrar en

http://wuw.oecd.org/datacecd/47/1/41019441 . pdf

En el citado informe se trata de la forma de incrementar el grado de
penetracién de las matematicas en la industria. A este respecto, el informe
concluye que seria muy interesante la dotaciéon de puestos de matemética
industrial dentro de la universidad y la creaciéon de centros de investigacién
interdisciplinar que liguen las mateméticas a problemas cientificos y tecnolégicos
importantes para la industria. Asimismo, la industria puede fortalecer su
presencia en la universidad apoyando la formacion de catedras o puestos
de profesorado que permitan incorporar a la universidad investigadores con
experiencia en la industria.

Por otro lado, la relacién matematicas-industria debe tener un impacto en
la educacién. Una propuesta es implementar planes de estudios que preparen
realmente a los estudiantes para una carrera dentro de la industria, con una
buena formacién en matematicas y en las disciplinas que ayudan a la resolucién
de problemas relevantes del mundo real, asi como promover que haya post-docs
en las industrias, précticas en empresa, actividades de modelado, etc. Ademas,
todas estas actividades deberian tener un reflejo a nivel de ensenanzas medias
haciendo posible, por ejemplo, que los profesores de instituto tuvieran acceso a
unas ciertas actividades con la industria.

Uno de los problemas que impiden la transferencia de tecnologia matematica
es la falta de comunicacion, la inexistencia de una interfase éptima entre la
universidad y la industria. A menudo los miembros de la industria no reconocen
los problemas en los que las matemaéticas pueden aportar soluciones y los
matematicos en la universidad no son conscientes de las aplicaciones de las
matematicas a problemas de la industria. Esto hace necesaria la figura del
traductor tecnoldgico, es decir, alguien que sea capaz de traducir el problema
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industrial al problema matematico correspondiente y pueda encargarse de que
los proyectos universidad - industria se lleven a cabo de manera satisfactoria
para ambas partes.

En lo que respecta a la infraestructura académica también convendria hacer
cambios. Hoy en dia los departamentos suelen ser entidades bastante estancas,
limitadas a su area de experiencia. Sin embargo, para que la colaboracién
universidad-industria sea fructifera hace falta propiciar en la universidad un
ambiente que apoye la actividad interdisciplinar. Es muy importante también
el reconocimiento a profesores universitarios que tengan actividad industrial y
de transferencia de conocimiento matematico. Ademads, podrian crearse puestos
académicos destinados a investigadores procedentes de la industria para que los
estudiantes interesados en desarrollar su carrera dentro de una industria tengan
un modelo en el que puedan reconocerse y que les estimule.

Por dltimo, el informe indica que seria interesante actuar sobre la
infraestructura industrial. Una manera de hacerlo seria ofrecer a los
investigadores de la empresa oportunidades de formacién continuada para
ponerse al dia sobre las nuevas técnicas, e incluso, que la propia empresa ayude
a que se creen catedras especiales en universidades para atender las necesidades
de la industria.

En el debate posterior a la ponencia se propuso que un primer paso para
que en Espana se cree un nuevo marco para las relaciones universidad-empresa
seria explicitar las barreras que impiden asumir las recomendaciones dadas por
el informe y buscar medidas concretas para romperlas. Uno de los obstaculos
m&s importantes y que merece la pena resaltar es la falta de reconocimiento
del trabajo de transferencia en las evaluaciones. También se insistié en que en
Europa no hay un modelo tnico de transferencia entre matematicas e industria
por la gran variedad de tejidos industriales existentes, por lo que las actuaciones
de unos paises no se pueden trasladar automaticamente a otros con éxito
garantizado. Parece mas efectivo construir iniciativas especificas para adaptar
la formacion de los estudiantes y fomentar y apoyar la colaboracién universidad
- industria en los dos ambitos con los mecanismos antes mencionados.

3 Una mirada a los Estados Unidos,
por David Pardo

Después de licenciarse en matemaéticas por la Universidad del Pais Vasco,
David Pardo realizé el doctorado en la Universidad de Austin (Tejas). En
total pasé alli nueve anos, uno de Erasmus, cuatro de doctorado y otros cuatro
de postdoctorado. En estos anos se especializé en simulaciéon y modelizacién
matematica y en las aplicaciones de éstas a problemas de ingenieria relacionados
con la industria del petréleo. Una vez completada su formacién, y tras adquirir
una vasta experiencia, se le presenté la oportunidad de regresar al Pais Vasco
como director de un grupo de investigacién en simulaciones numéricas en el
centro BCAM (Basque Center for Applied Mathematics), puesto que ostenta
desde 2008.
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En esta ponencia Pardo se centré en las diferencias existentes entre las
universidades americanas y la universidad espanola, exponiendo su visién
personal basada en su experiencia. En concreto, comentd la situacion actual
de la universidad estadounidense en los campos de la matemaética aplicada y la
ingenieria, y la relacion existente entre estas disciplinas y la industria, sobretodo
la industria petrolifera.

En primer lugar hay que destacar la cantidad de dinero de que disponen
las universidades americanas, que en su mayor parte no corresponde a dinero
publico, sino a aportaciones o donaciones de ex-alumnos que apuestan por la
universidad como centro de investigacion. Estas donaciones son posibles gracias
a la buena imagen que proyecta la universidad americana, que fomenta y genera
un fuerte sentimiento de identificacion y orgullo a los que han tenido relacién
con ella.

La filosofia general de las universidades americanas es que se aprende
haciendo, de manera que el nimero de clases puramente tedricas se ve reducido
en favor del trabajo en grupo y las précticas individuales. Por otro lado, se
prepara al alumnado para que le sea mas sencillo entrar en el mundo empresarial,
fomentando aquellos valores que las empresas demandan, tales como trabajo
en equipo, liderazgo y honestidad, asi como responsabilidad. Todo esto, junto
al incentivo de realizar préacticas remuneradas en empresas como parte de los
programas de doctorado, facilita en gran medida las relaciones universidad-
empresa y las salidas del alumnado al mundo laboral.

En cuanto al profesorado de las universidades americanas, ademas de su gran
nivel ya que incluso suelen contar con galardonados con el Premio Nobel, parte
de €1, sobre todo en las ingenierias, proviene del mundo empresarial. En general
los salarios se calculan en proporcion a la produccién investigadora, siendo esto
un estimulo anadido para que profesores e investigadores se impliquen mucho en
el desarrollo de su carrera. Ademads, dado que debido a los estrictos controles de
excelencia y la excesiva demanda, la financiacién publica, sin ser escasa, es dificil
de conseguir, se espera que el profesorado obtenga la financiacién necesaria
para llevar a cabo sus investigaciones a través de contactos personales con las
empresas.

Por ultimo, la situacion industrial, al menos en cuanto a sus relaciones con
la universidad, también difiere bastante de la que nos podriamos encontrar
en Espana. Como ya hemos comentado anteriormente, la imagen proyectada
por la universidad juega un papel fundamental en las relaciones universidad-
empresa. En Estados Unidos la industria percibe esa buena imagen de la
universidad, lo que se ve reflejado en la demanda por parte de la industria de
un alto nimero de doctores en matemética aplicada e ingenieria, en puestos de
trabajo y con salario acordes con las cualificaciones del doctorado. Adem4s, en
muchos sectores industriales la mayoria de las empresas desarrollan sus propias
tecnologias en lugar de subcontratarla, lo que hace que aumente la demanda de
personas cualificadas dentro de la empresa.

En conclusion, muchos son los puntos en los que difieren las relaciones
universidad-empresa en ambos paises. Sin embargo, es posible mejorar la
situacién espanola empezando por establecer relaciones entre grupos y empresas
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para resolver puede que problemas pequenos, pero que irdn abriendo camino y
generaran relaciones mas estables y provechosas en un futuro préximo. En este
sentido, en el tiempo que esta en Espana, la apreciacién de David Pardo del
futuro es optimista.

4 Matematicas en las finanzas desde el
lado de la empresa,
por José Luis Fernandez

José Luis Ferndndez es Catedréatico de Anélisis Matemético por la Universidad
Auténoma de Madrid y socio-director de area de Analistas Financieros
Internacionales (AFT). Es, por tanto, una persona que conoce bien las relaciones
existentes entre la universidad y la empresa, sobre todo en el sector financiero.
Su puesto en el d&mbito empresarial le permite saber qué tipo de formacién
requieren las entidades financieras de un matematico que, en cierta forma, serd el
interlocutor o traductor de la transferencia matemaética con la empresa.

El correcto manejo de los conceptos abstractos matematicos es fundamental
para el trabajo del matematico en un entorno empresarial; sin ese bagaje no se
pueden modelizar los problemas matematicos a los que se enfrenta una empresa.
Pero ademas hay que ser capaz de implementar esos modelos tedricos, para
lo cual es basico disponer de una sélida base en técnicas de programacién y
analisis numérico, para en definitiva poder calcular una solucién del modelo
implementado. Tampoco hay que olvidar que se trata de integrar los resultados
en los sistemas de ordenadores internos de las empresas, por lo que es necesario
tener una buena base informadtica, ademds de la matemética. Dos ejemplos
breves que resumen la demanda de ese perfil

e Hace unas semanas, un equipo cuantitativo del grupo Santander ha
convocado dos becas dirigidas a alumnos de la Universidad Auténoma
de Madrid; se solicitaban candidatos con un perfil de andlisis numérico
(matemadticas) y de programacion (computacién) alto. Se mencionaba
explicitamente la doble licenciatura en Mateméticas e Informatica de la
UAM.

e Para el postgrado interno de finanzas cuantitativas del BBVA que imparte
AFT se ha propuesto (desde el BBVA) un filtro de entrada en forma de
examen de madurez matematica y un esquema de apoyo para superarlo.
Se pretende que la formacion en finanzas cuantitativas sea ampliamente
accesible; la propia entidad se esfuerza para que sus empleados tengan el
nivel de matematicas necesario para ser receptores de I+D interno.

El sector financiero demanda de los mateméticos:

e Conocimientos matemdticos asimilados con madurez suficiente como para
poder utilizarlos para modelizar, desde un punto de vista casi de una
ingenieria.

e Conocimientos de informatica.
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e Conocimientos de numérico y técnicas de simulacion.

Por dltimo, una breve visiéon de la empresa de la que José Luis Fernandez
es socio, AFI (Analistas Financieros Internacionales). AFI es una empresa en la
que trabajan unas 120 personas; entre las cuales hay trece mateméticos (cuatro
de ellos doctores) que dan servicios de dos tipos:

e Desarrollos: Implementacién directa de modelos o procesos o tecnologias
ya asumidos por la comunidad financiera o de desarrollo especifico.

e Servicios: Servicios de medicién de riesgo y de valoraciones de
instrumentos financieros para entidades que precisan un contraste de sus
mediciones y valoraciones o bien no disponen del equipo técnico para
hacerlo. Debe considerarse como transferencia de tecnologia; es frecuente
que como parte del servicio se ensenie a un grupo de la entidad financiera
que les ha contratado para continuar realizando el trabajo disenado por
ellos.

AFT desarrolla investigacién dentro de la empresa destinada a mejorar y
ampliar sus servicios. Para estas investigaciones AFI en ocasiones colabora con
grupos de investigacién universitarios conocidos y de confianza. AFT ofrece un
méaster profesional (Mdster en Finanzas Cuantitativas) en el que sus profesores
son casi exclusivamente profesionales no académicos.

5 Valoracion académica de la transferencia de tecnologia,
por Francisco Marcellan

Francisco Marcellan es Catedratico de Matematica Aplicada de la Universidad
Carlos I1T de Madrid y ex Secretario General de Politica Cientifica y Tecnoldgica.
Desde su visién como Presidente del Consejo Asesor de la ANECA (Agencia
Nacional de Evaluacién de la Calidad y Acreditacion), Marcelldn puso sobre
la mesa varios puntos importantes en lo que concierne a la valoraciéon de la
transferencia de tecnologia.

La primera cuestién es conceptual, ;qué se entiende por valoraciéon
académica? ;Es una valoracion que hace la comunidad académica o una
valoracion que hace la universidad como institucién? En el segundo caso, habria
que plantearse si la institucién en cuestion tiene una definicién estratégica vy,
en su caso, ver si la transferencia de tecnologia es una componente importante
dentro de ella. En otras palabras, hay que ver qué valor da la institucion a
transferir conocimientos.

Uno de los problemas més importantes hoy en dia es que muchos de los
profesores universitarios no creen que uno de los elementos estructurales de la
universidad sea transferir lo que conoce y hacer de ello una sena de identidad.
Ademas, la propia universidad como instituciéon no favorece esa creencia.

Otro elemento central es cémo valorar la transferencia de tecnologia para
que constituya un item importante y sea un incentivo en lo que respecta a la
acreditacion del profesorado permanente. Concretamente, en la ANECA hay
tres grandes apartados segin los cuales se valora la transferencia de resultados:
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1. Patentes y productos con registro de propiedad intelectual.
2. Transferencia de conocimientos al sector productivo.
3. Otros méritos relacionados con la calidad de transferencia de resultados.

Asi, la transferencia aparece en un {tem, pero una cuestion diferente que habria
que tratar es cémo aplican estos items las comisiones de valoracion.

Por tdltimo, Marcelldan considera que nos encontramos en la necesidad de
cambiar radicalmente la filosofia de los proyectos de cara a estimular las
actividades de transferencia. Una cosa es el mantenimiento minimo de un grupo
de investigacién, y otra muy diferente un proyecto real que tiene una componente
de riesgo, que prima valores como la transversalidad, la interdisciplinariedad y
la transferencia. Por tanto, los dos tipos deberian de contar con mecanismos de
valoracion y evaluacion diferentes.

En definitiva, hay dos temas importantes en los que se deberia ir avanzando:

e Fomentar una comunidad cientifica que crea en la transferencia de
conocimiento y tecnologia, traducida en innovacién de productos y
procesos, y que haga presion para introducirla como un valor anadido. En
definitiva, es importante que las universidades vean que la transferencia
es una oportunidad y no una amenaza.

e Conseguir que los estudiantes, durante sus anos de carrera, entren en
contacto con los temas de transferencia y de conocimiento del mundo real
mediante, por ejemplo, proyectos fin de carrera. Parece que hoy en dia
faltan profesionales matemdticos con vocacién por resolver problemas y
colaborar con gente de otras dreas. La razdn de esto es debida, en parte,
a que se trata de un perfil que no hemos formado desde la universidad.

6 Programas de Transferencia: participacién y
oportunidades para la tecnologia matematica,
por Alfredo Bermudez de Castro

El catedratico de Matematica Aplicada de la Universidad de Santiago de
Compostela Alfredo Bermidez de Castro se encargé de la quinta de las
ponencias de la primera jornada. Como coordinador del drea de Transferencia
de Tecnologia de la ANEP (Agencia Nacional de Evaluacién y Prospectiva)
hizo un breve repaso de los programas que aunan universidad o grupos de
investigacién y empresa, y que estan enmarcados dentro del Plan Nacional. Este
plan estd estructurado en las seis lineas instrumentales de actuacién siguientes:

e Recursos humanos (RRHH).

Proyectos de I+D+i.

Fortalecimiento institucional.

e Infraestructuras cientificas y tecnologicas.
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e Utilizacion del conocimiento y transferencia de tecnologia.

e Articulacidn e internacionalizacion del sistema.

El ponente se detuvo especialmente en presentar aquellos programas més
interesantes desde el punto de vista de la transferencia de tecnologia.

Dentro del area de recursos humanos existen programas destinados tanto a
la formacién y movilidad de profesores e investigadores, como a la contratacion e
incorporacion de recursos humanos. Entre estos tiltimos hay programas de ayuda
a la contratacién de técnicos de apoyo, de los que hay diferentes tipologias.
Dentro de un proyecto de I4+D se puede solicitar, por ejemplo, un técnico
que ayude en las tareas informaéticas, pero también los denominados técnicos
de transferencia, que ayudardn al grupo de investigacion a hacer la labor
de transferencia de los resultados. Otro programa importante en la linea de
recursos humanos es el Torres Quevedo. No se trata de un programa para
los grupos de investigacion, sino para las empresas. Este programa constituye
una via de acceso a la empresa para doctores y tecnélogos que se encargaran
de desarrollar proyectos concretos de investigacién industrial, de desarrollo
tecnoldgico, estudios de viabilidad técnica, etc.

En la linea de proyectos [+-D+i existen multitud de programas entre los que
destacaremos el TRACE. Estd orientado a la transmisién de conocimiento de
un grupo de investigacion cuyo avance en un tema pueda suponer una ventaja
competitiva a la empresa. Es el grupo de investigacién quien hace la solicitud,
pero la empresa debe cofinanciarlo. Por otro lado, se remarcaron los proyectos de
investigacién aplicada colaborativa que pretenden favorecer que los organismos
de investigacion lideren proyectos en cooperacion con empresas. Son programas
adecuados para que los grupos de matematicos participen dentro de grupos
interdisciplinares mas amplios.

Por ultimo, en el drea de articulacién e internacionalizacion del sistema, el
programa CENIT intenta involucrar a las grandes empresas en la investigacion.
Las subvenciones se dirigen a la financiacién de grandes proyectos integrados en
investigacién industrial de caracter estratégico. Son pues de gran dimension y
largo alcance cientifico-técnico. En esta misma linea instrumental se enmarcan,
entre otros, el programa Avanza I+D y los proyectos del Centro para el
Desarrollo Tecnolégico Industrial (CDTI).

Como se observa, el Plan Nacional es muy completo y resulta dificil
pensar en instrumentos que no estén contemplados. Aunque la mayoria de los
programas no estan explicitamente orientados a matematicos, existen muchas
oportunidades para ellos que a menudo se desconocen.

Para terminar, Alfredo Bermudez de Castro insisti6 en que hay que animar
a la comunidad académica matematica a involucrarse mas en la transferencia de
tecnologia, y a participar en convocatorias de proyectos dirigidos al desarrollo
tecnolégico como los mostrados en su presentacion.
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7 Matematicas en el sistema sanitario,
por Javier Mar

El doctor Javier Mar del Hospital Alto Deba es el coordinador de la Unidad de
Investigacion Clinico-Epidemiolégica, cuyo objetivo es dar apoyo metodolégico
y logistico en la investigacién de tipo clinico relacionada con la atencion a los
pacientes. En su trabajo utiliza modelos matematicos para la representacién de
la historia natural de la enfermedad, ya que nos permiten proyectar el resultado
de los tratamientos a lo largo de la vida de un paciente.

Para situarnos en el planteamiento adecuado, es necesario entender la
medicina como una ciencia, como la base necesaria para estudiar cientificamente
las enfermedades. Es dentro de este planteamiento donde hay que analizar
el papel que juegan las matematicas en la medicina. Histéricamente, existen
principios médicos (bioldgicos, anatémicos, terapéuticos,...) en los cuales las
matematicas han aportado poco. Unicamente se puede considerar relevante la
aportacion de la estadistica en los principios epidemiolégicos, sobre todo en lo
que se refiere a la medida de la enfermedad. Sin embargo, hoy dia es necesario
prestar atencién a otras aportaciones que las matematicas pueden hacer a la
medicina.

Hace 40 o 50 anos, la tecnologia médica estaba muy poco desarrollada. Los
médicos hacian todo lo que estuviese en sus manos para salvar al paciente, es lo
que los socidlogos denominan teoria del rescate. En aquella época, ademas de que
practicamente no habia tecnologia, tampoco existia riesgo de crisis financiera.
Hoy en dia, sin embargo, la disponibilidad de tecnologias médicas es tal, que el
sistema es incapaz de aplicar todas ellas, por lo que se requiere de un proceso de
toma de decisiones en el que las matematicas juegan un papel fundamental. En
este sentido, en el marco de la teoria del bienestar social, es necesario maximizar
la funcién de beneficio. Asi, por un lado, en el sistema sanitario existen diferentes
prestaciones, cada una de ellas con su correspondiente nivel de beneficios para
la sociedad y costes, y por otro, los recursos para acceder a esas prestaciones
son limitados. El reto es conseguir que la funcién de beneficio sea méxima,
optimizando los recursos disponibles y su uso. Y eso en la préctica se traduce
en tomar decisiones con ayuda de herramientas matematicas.

Este planteamiento no estd undnimemente aceptado por la medicina.
Tradicionalmente el tipo de investigacién matemadtica que se ha hecho en
medicina es de medicion, con parametros de interés en individuos, centrado en la
incertidumbre de los parametros. Hoy en dia existe otra vertiente derivada de la
necesidad de la toma de decisiones basadas en el conocimiento. Son decisiones
que hay que tomarlas, que son inevitables. Por ejemplo, decidir si se gastan
cerca de 300 millones en vacunar a las adolescentes contra el virus del papiloma
humano o si ese desembolso podria tener un destino mejor. En la practica, en
Espana, en el sistema sanitario estas decisiones se toman sin un marco explicito
de toma de decisiones, no se hace un estudio previo, cosa que si ocurre en otros
paises.

En las situaciones que se presentan es dificil decidir qué es investigacién y
qué es trasferencia. Desde el punto de vista biomédico, el valor anadido que
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aporta la investigacion se mide por tres aspectos:
1. relevancia del problema,
2. validez de la solucion y
3. originalidad del método utilizado (pensamiento lateral).

Sin embargo, los mateméaticos se fijan enseguida en el tercero, son lo que
mas valoran. Pero hay que insistir que en medicina no, por lo a veces es dificil
compaginar los intereses de los dos colectivos.

Los paradigmas epidemiolégicos han cambiado porque las enfermedades de
hoy no son las mismas que las de hace 50 anos. Sin embargo, las herramientas
matemadticas que se manejan continian siendo las mismas. Actualmente, las
enfermedades que md&s interés despiertan son aquellas que producen una
discapacidad, no las que causan mortalidad, y esto hay que medirlo por medio
de la prevalencia, en funcién de la incidencia de las enfermedades causales. En
este nuevo campo, los médicos se encuentran sin el conocimiento matematico
necesario para enfrentarse a los problemas que se plantean, y los matematicos
todavia no son conscientes del cambio de enfoque que se ha producido, de las
oportunidades y necesidades que esto conlleva.

Valga como ejemplo el hecho de que las enfermedades crénicas han pasado
de ocupar el 47 % del total de enfermedades en el ano 1990, al 68 % que se estima
para el 2020. A pesar de ello, el nimero de proyectos de investigacion financiados
por la UE dedicados al estudio de las enfermedades crénicas no llega al 6 % del
importe destinado al estudio de las enfermedades. Esto es debido en gran parte,
a que la sociedad atin no valora en qué consiste realmente la dependencia, y eso
a pesar de que exista la Ley de Dependencia.

Por tltimo, habria que resolver otro problema para que los matematicos
se involucrasen mas en las nuevas metodologias de estudio necesarias en este
campo. Es el debido al hecho de que las herramientas utilizadas, a pesar de que
resultan novedosas en el campo de la epidemiologia, no lo son en el campo de
las matematicas. Esto hace que su reconocimiento en las facultades puramente
matematicas sea practicamente nulo, lo cual implica que formar grupos de
investigaciéon en medicina en los que haya algiin matematico sea atin mas dificil,
ya que su labor no se ve recompensada.

Como conclusion, habria que trabajar en estos cinco puntos para conseguir
que la investigacién en epidemiologia diese sus frutos:

1. Necesidad de que coincidan los intereses de las dos partes, de la medicina
y de las matematicas.

2. Mayor base matematica de los médicos para poder identificar los métodos
matematicos requeridos.

3. Mayor implicacién de los matematicos en la definicién del problema.
4. Crear masa critica.

5. Utilizaciéon del pensamiento lateral.
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8 Experiencia de creacion de una empresa,
por Jaume Barcel6

Jaume Barcelé es Catedratico de Estadistica e Investigacion Operativa de
la Universidad Politécnica de Cataluna y Director Cientifico del Centro
de Innovacién del Transporte (CENIT). En 1985 fundé en la Universidad
Politécnica de Cataluna un grupo de investigacion sobre modelos de simulacién
y optimizaciéon para problemas de transporte que durante cerca de trece
anos (1985-1998), gracias a diversos proyectos europeos, nacionales y ayudas
de la administracién, desarrollé bajo su direccién el prototipo del simulador
microscopico de trafico Aimsun. En 1998 fundd, junto con sus colaboradores
como socios, la empresa T'SS-Transport Simulation Systems, spin-off de la UPC
cuyo objetivo era dar salida al mercado del producto Aimsun.

La creacion de esta empresa fue posible gracias al capital inicial aportado por
los socios y a avales personales, ademas de una subvencién del CIDEM. A pesar
de que inicialmente Aimsun fue ignorado por el mercado espanol, actualmente
tiene en él una posicién dominante y se estima que su cuota de mercado mundial
es del 30%. Entre los usuarios del producto un 45 % corresponde a empresas
privadas, un 20% a la administracién y un 35% a universidades y centros
de investigacién, lo que deja patente el grado de diversidad del usuario del
producto.

Sin embargo, a pesar de la buena acogida actual de esta spin-off,
Barcel6 resalté el gran coste personal que supuso el proyecto, lo cual a su juicio
hace que no sea sencilla ni atrayente en muchas ocasiones la creaciéon por parte
del profesorado universitario de empresas que den salida a productos obtenidos
de su investigacion.

A pesar de que en algunos aspectos (posibilidad de excedencias por cinco
anos, aumento del tope de la cuota de participacién en un spin-off, ...) la
situaciéon ha mejorado desde 1998, hay otros aspectos en los que la labor del
profesorado que impulsa este tipo de iniciativas sigue sin verse reconocida.
En principio, no existe ningtin tipo de reconocimiento oficial ni valoracién
académica a este respecto. El profesor que decida dedicar su tiempo y esfuerzo
a crear una empresa no verd reconocida su labor de transferencia por el mundo
académico, mas aun, todavia perdura la idea de que el promotor pierde su pureza
académica por un afan en hacerse rico. Por otro lado, este tipo de iniciativas
tampoco cuentan con el respaldo del mundo empresarial cuando se trata de
productos software, ya que el valor que se les asigna en el mercado de capitales
espanol es practicamente nulo y en consecuencia, el acceso a créditos oficiales
sélo es posible si se dispone de avales personales. La inexistencia de empresas
de capital-riesgo, en el sentido anglosajon incrementa la dificultad.

Es por todo esto por lo que la universidad debe plantearse seriamente
hasta qué punto debe/quiere adaptarse a las necesidades de la empresa y a
la posibilidad de desarrollar y gestionar la salida al mercado de los productos o
prototipos nacidos de la investigacién universitaria.
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9 Necesidades y aportaciones de
matematicos en empresas,
por Miguel M. Romay.

Esta ponencia corri6 a cargo de Miguel M. Romay, director del drea de Sistemas
Globales de Navegacién por Satélite (GNSS) de la empresa GMV. Aunque
en sus comienzos la empresa surgié de la Universidad Politécnica de Madrid,
hoy se trata de una entidad totalmente privada con filiales no sélo en Espana
sino también en paises como Portugal o Estados Unidos. En su origen estaba
vinculada al sector espacial, pero actualmente también trabaja en sectores
como defensa, aerondutica, seguridad, transporte, medicina, tecnologia de la
informacién, etc.

La actividad fundamental del drea de Sistemas Globales de Navegacion
por Satélite se basa en el desarrollo de algoritmia y software orientados a
herramientas de simulacién y anélisis de prestaciones, métodos de determinacién
precisa de las érbitas de los satélites, integridad, etc., en las que los matematicos
hacen una excelente labor. Por eso, cuenta con un buen ntmero de ellos entre
sus empleados. De hecho, en la unidad de negocio GNSS los mateméticos
constituyen el segundo grupo mas importante.

Las empresas se encuentran a menudo con limitaciones en cuanto al
conocimiento de tecnologias diversas. Por lo general, la empresa conoce
ciertas técnicas para resolver determinados problemas pero, posiblemente, estas
técnicas no son las mejores y no estan al nivel del estado del arte. A menudo
la universidad utiliza métodos diferentes para resolver problemas similares en
otros campos. Lo que busca GMV es comentar con la universidad los problemas
a los que se enfrenta y como los resuelve, y ver si puede surgir algtin interés por
parte de la universidad para investigar sobre la resolucién de estos problemas y
potencialmente encontrar mejoras.

Un obstaculo comun es la falta de interés o motivacién por parte de la
universidad para cooperar con las empresas. Se detecta cierta dificultad para
asumir compromisos, cumplir plazos, etc., lo cual es importante para la empresa.
Igualmente, una actividad de interés para la empresa puede que no suscite
expectativas desde el punto de vista universitario.

Como posibles soluciones a las dificultades presentadas, se propone impulsar
una voluntad de acercamiento por ambas partes, intentando respetar los
intereses de cada una de ellas. Romay defiende que estaria bien una legislacién
que apoye y regule las colaboraciones entre universidad y empresa, pero cree
que se puede empezar a hacer cosas sin esperar a que exista una nueva
legislacion. Seria conveniente comenzar teniendo contactos técnicos informales
para intercambiar opiniones, establecer pequenas colaboraciones, seminarios o
tesis doctorales en comun, etc. De este modo, la universidad podria tener una
vision de los problemas matemaéticos que encuentra la industria y podria intentar
aportar soluciones.
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10 El papel de las oficinas universitarias de
transferencia de tecnologia,
por Inaki Largo

Inaki Lago es el Director de Relaciones Universidad-Empresa de la Universidad
del Pais Vasco (UPV/EHU), organismo que depende del Vicerrectorado de
Investigacion y que actta de interlocutor entre la investigacién universitaria
y la empresa. Ostenta este cargo desde hace cinco anos, época en la que,
como ¢él mismo reconoce, no sabia que la universidad hiciese investigacién, y
mucho menos que hiciera transferencia tecnolégica. Este es uno de los mayores
problemas que a dia de hoy trata de resolver con su trabajo, lograr comunicar al
mundo empresarial lo que se hace y se investiga en el ambito universitario. Hay
que resaltar que Inaki Largo no viene del mundo académico, es un empresario.

A pesar de que el potencial de conocimiento de la Universidad del Pais Vasco
es alto, hasta hace poco ese potencial no estaba lo suficientemente aprovechado.
Mucho del conocimiento que generaba la universidad no se valoraba como es
debido y, en muchas ocasiones, si le era posible, era la empresa la que se
quedaba tinicamente con los recursos generados por ese conocimiento. Hoy en
dia se intenta que parte de esos recursos generados retornen a la universidad. Si
bien el objetivo que se persigue al hacer transferencia no es la pura obtencién
de beneficio, es cierto que la universidad deberia recibir una recompensa por
el trabajo realizado para la empresa, para poder asi mantener el nivel de
excelencia y reponer parte del equipo empleado (tanto en medios materiales
como humanos). En este sentido, desde la direcciéon de Relaciones Universidad-
Empresa se trabaja con los diferentes registros de la propiedad para la obtencién
de patentes, licencias etc. generadas desde la universidad, de forma que se
reconozca el valor del trabajo realizado.

También se intenta traducir todo el conocimiento de los grupos de
investigacién de la UPV/EHU al lenguaje empresarial, y ponerlo a disposicién
de las empresas que no tienen contacto con la universidad. Por otro lado,
para fomentar las relaciones universidad-empresa se organizan sesiones de
interés para ambas partes. Lo primero es elegir un tema o una actividad
que tenga cierta relevancia, luego se busca entre los grupos de investigacion
universitarios aquellos que trabajen en un area similar, y se les pide que
realicen una presentacion corta ante un grupo reducido de empresas previamente
escogidas que desarrollen su labor en dicha area. Se procura, sobre todo, que
los universitarios cuenten lo que hacen y lo que podrian hacer, y que las
empresas presenten problemas a los que se enfrentan, para asi buscar relaciones
productivas entre la universidad y la empresa.

Otra de las dreas en las que se estd trabajando es en las spin-off, en los viveros
de empresa, en todo tipo de iniciativas provenientes del mundo universitario
dirigidas a la creacién y desarrollo de nuevas empresas.

En resumen, ademas de que el mundo empresarial conozca lo que se hace
desde la universidad, es necesario que también reconozca la labor de la misma
y que la valore en su justa medida. Sin embargo, en muchas ocasiones, es dificil
alcanzar un acuerdo entre ambos estamentos sin que se produzca una erosién
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de sus relaciones. Por ello, es conveniente que quien dirija la negociacién de
patentes, contratos de colaboracion, etc., sea una persona externa al grupo de
investigacién que respalde la labor del mismo. Esta es una labor que claramente
corresponde a la Direccién de Relaciones Universidad-Empresa.

11 Consultoria. Mapa de Consulting de i-MATH,
por Peregrina Quintela

Peregrina Quintela es Catedratica de Matematica Aplicada por la Universidad
de Santiago de Compostela y coordinadora del nodo CESGA del proyecto
Consolider Ingenio Mathematica (i-MATH). En esta ponencia presenta dos
iniciativas puestas en marcha desde el proyecto Consolider i-MATH orientadas
al estudio de la situacién actual de la transferencia matematica en Espana.

La primera iniciativa comenzé a andar a finales de 2006. Consiste en la
elaboracién de un mapa de la situacién de la transferencia tecnoldgica que
realizan los grupos de investigacién matematicos encuadrados en el proyecto
i-MATH. Lo denominaremos mapa de consulting. Se han realizado diferentes
ediciones de esta iniciativa, tanto en papel (3% edicién en proceso) como en
formato electrénico a través de la pagina web

http://www.i-math.org/files/File/html/mapa_consulting/index.htm.

Una vez conocida la situacion de los grupos de investigacion, el siguiente
paso (actualmente en desarrollo) es conocer la situacién empresarial, mds
concretamente, la demanda de transferencia tecnolégica de la empresa espanola.
Se prevé disponer de los resultados definitivos para el 23 de julio de 2009.

Mapa de Consulting

El objetivo de este estudio es detectar aquellos grupos pertenecientes a i-MATH
con experiencia en transferencia matematica, cual ha sido o es esa experiencia
y en qué sectores se ha llevado a cabo. También se pretende conocer qué nuevos
grupos estarian interesados en hacer transferencia.

La informacion extraible del mapa de consulting elaborado es, entre otras
cosas, los grupos que ya tienen experiencia en transferencia, los que tienen
interés en realizarla, la distribucién de esos grupos por comunidades auténomas,
la distribucién interna de la carga investigadora, las técnicas matematicas que
ofertan, su experiencia en desarrollo y/o manejo de software, el tipo de contratos
realizados, los cursos que se han impartido, etc.

Una de las conclusiones mas relevantes de este estudio es que existen muchos
grupos de investigacion interesados en hacer transferencia o que ya la han
realizado. La mayoria son grupos relacionados con la investigacion operativa y la
programacién matematica, aunque los hay de casi todas las dreas matematicas,
ciencias de la computacién, teoria cudntica.... Del mismo modo, se concluye
que la mayor parte de los grupos que realizan transferencia no lo hacen en un
Unico sector, sino que abarcan varios dominios como consecuencia de atender
la demanda de empresas con actividades de tipo diferente. Por tltimo, habria
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que recalcar el hecho de que los grupos de investigacién manifiestan tener més
capacidad para hacer transferencia que la que actualmente estan realizando.

Proyecto TransMath

En al actualidad esta en marcha el proyecto TransMath, en el que se intenta
confeccionar el mapa de la demanda de técnicas matematicas por las empresas.
Se trata de conocer no sélo los problemas que el sector empresarial manifiesta
tener en transferencia matematica, sino también la demanda que tienen de
formacion, lo cual es desconocido por la universidad debido a que no tiene
experiencia organizando cursos formativos dirigidos a la empresa. Una vez
conocida la situacion, el siguiente paso serd definir estrategias, nuevas lineas
de investigacion u organizar foros que den respuesta a esas demandas.

En este proyecto, lo primero fue nombrar un panel de expertos para guiar
el trabajo y la metodologia a aplicar. Luego se decidié elaborar una encuesta
telefénica dirigida a las empresas sobre el grado de conocimiento, utilizacion,
satisfaccién y necesidad de formacién de los sistemas de diseno asistido por
ordenador (CAD), de los de simulacién numérica (habitualmente denominado
CAE), de herramientas estadisticas, de investigacién operativa, y de otras
técnicas matematicas aplicables a la industria. También se incluyeron cuestiones
sobre las preferencias en cuanto a la formalizacién de colaboraciones empresa-
universidad y empresa-centro de investigacion.

A dia de hoy la encuesta estd practicamente finalizada y se ha realizado un
estudio preliminar de los resultados con una muestra de 3731 empresas. A pesar
de que los resultados son preliminares y de que no estan representadas de igual
manera todas las comunidades auténomas, se puede extraer como conclusién
que el ntmero de pymes que han colaborado con la universidad y el nimero
de pymes interesadas en hacerlo es practicamente el mismo, lo cual denota su
alto de grado de satisfaccion en cuanto a las relaciones empresa-universidad ya
establecidas. Sin embargo, no ocurre lo mismo con las empresas grandes. Asi, se
podria concluir que existe cierto nivel de descontento entre las empresas de gran
tamano que han colaborado con la universidad. También existe un porcentaje
alto, cercano al 30%, de empresas que no estdn interesadas en absoluto en
colaborar con la universidad.

12 Study Groups, Modelling Weeks y Workshops:
Experiencias y posibilidades,
por Joan Sola-Morales

La dltima de las ponencias fue de la mano de Joan Sola-Morales, Catedratico de
Matematica Aplicada de la Universidad Politécnica de Cataluna y componente
del comité organizador de los Grupos de Estudio en Matematicas y Tecnologia
que cada ano tienen lugar en Barcelona. En ella se hablé de los study groups, las
modelling weeks y los workshops como actividades pensadas para que empresas
y matemadticos se conozcan y entren en contacto.

Tanto los study groups como las modelling weeks son iniciativas en las que
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los asistentes trabajan sobre un problema que las empresas han llevado a la
universidad. La principal caracteristica que los diferencia es que los study groups
suelen estar formados por investigadores méas o menos consolidados, mientras
que en las modelling weeks los grupos estdan constituidos por estudiantes
e instructores. En los workshops, sin embargo, simplemente se presenta un
problema y se consulta sobre él, pero no se trabaja exhaustivamente.

La tradicién de los study groups nacié en Oxford y basicamente consisten
en que durante una semana un grupo de investigadores se junta para tratar los
problemas que les trae alguna empresa. Poco a poco se fueron extendiendo por
Europa hasta crear una organizacién llamada European Study Groups with
Industry. Este sistema retine a un grupo de investigadores a los que se les
propone problemas procedentes de empresas importantes, en los que trabajan
durante una semana. El objetivo no es resolver los problemas durante esa
semana, sino crear ciertas relaciones con el problema y con la empresa que
se prolonguen més alla del study group. Béasicamente, se pretende obtener
relaciones que permitan financiar un post-doc o un doctorado. En Espana se
han empezado a hacer actividades de este tipo en ciudades como Santiago de
Compostela o Barcelona.

Por otro lado, las modelling weeks tienen un formato mas didéctico. Los
problemas son algo menos exigentes, ya que han de ser tratados por estudiantes
menos expertos, aunque ayudados por un instructor. Es el ECMI (European
Consortium for Mathematics in Industry) quien ha popularizado las modelling
weeks en FEuropa. En Espana también se han llevado a cabo varias, y entre
las proximas podemos citar la de la Universidad Complutense de Madrid y la
organizada por el Instituto de Matematicas de la Universidad de Sevilla (IMUS).

En cuanto a los workshops, Joan Sola-Morales hablé del caso del Instituto
de Matematicas de Oxford, donde se imparte una serie de seminarios muy
importantes bajo el titulo “Industrial and Interdisciplinary Workshop”. Cada
semana, alguien de la industria o de fuera de las matematicas presenta un
problema en un seminario en el que se comenta y se consulta sobre él, pero
no se llega a trabajar en él.

En la discusién posterior a la presentacién se analizé la situacién en Espana.
Poco a poco estan empezando a aparecer actividades de este tipo pero estamos
lejos de alcanzar el nivel de otros paises. Todavia hoy hay diferencias muy
importantes y dificiles de salvar, como es el hecho de que las empresas que
llevan un problema a los study groups del Reino Unido pagan para ello, o que
los asistentes cuentan con ayudas econdémicas para alojamiento, manutencién,
ete.

No obstante, si pueden tomarse medidas que quizd ayuden a avanzar en
esta direccién. Seria interesante, por ejemplo, que fuera obligatorio realizar
un proyecto fin de carrera en las titulaciones de mateméticas que no fuera
necesariamente tedrico, sino algo mas abierto. Por otro lado, es importante que
las empresas tengan confianza en la universidad, que tengan unas expectativas
sobre lo que se puede hacer y que realmente vean que se les pueden resolver
ciertos problemas.
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13 Conclusiones

La dltima sesién de las jornadas se dedicé a redactar las conclusiones
para luego difundirlas en medios de comunicacion, sociedades cientificas
de matematicas, responsables de politica cientifica y universitaria de las
comunidades autéonomas y de la administracion del estado, directores de
agencias de evaluacién de las comunidades auténomas y de la ANECA,
Consejo Superior de Investigaciones Cientificas, Conferencia de Rectores de las
Universidades Espanolas, Confederacién de Sociedades Cientificas de Espana y
en la comunidad matematica en general.
El documento de conclusiones y propuestas es el siguiente:

Es un hecho que la innovacién industrial estd cada vez mas basada en los
resultados y las técnicas de la investigacion cientifica, y que esta investigacion,
a su vez, se sustenta fuertemente en las matemédticas. También, es indudable
que un reforzamiento de los vinculos entre las matematicas y la industria
serd beneficioso para ambas, asi como para la economia de nuestro pais. Con el
fin de incrementar y mejorar las expectativas que se derivan de dicha relacién,
expertos reunidos en la Universidad del Pais Vasco han reconocido la necesidad
de poner en practica las siguientes recomendaciones dirigidas a los principales
interesados: la comunidad de matematicos, las empresas y los responsables
universitarios y gubernamentales.

1. Dotar plazas universitarias especificas de investigacion y transferencia de
tecnologia matemaética.

2. Crear puestos de “traductores” de matematicas-industria para mejorar
el proceso de comunicaciéon entre las empresas y el mundo de las
matematicas.

3. Flexibilizar las estructuras universitarias para un mejor encaje de las
actividades de creacién y transferencia de tecnologia en la dedicacién de
los profesores e investigadores.

4. Animar a la comunidad académica matemdtica a involucrarse mas en la
transferencia de tecnologia y a participar en convocatorias de proyectos
dirigidos al desarrollo tecnoldgico.

5. Fomentar el reconocimiento de la importancia creciente de las
matematicas tanto en la investigacion fundamental como en el
desarrollo tecnolégico, acercandolas al mundo empresarial a través
de la incorporacién de matematicos a los equipos de investigacién
interdisciplinares.

6. Incrementar la valoracién por parte del mundo académico y de las
administraciones publicas de la transferencia de tecnologia, en particular
en aspectos tales como la acreditacién del profesorado y el reconocimiento
de méritos.
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7. Propiciar un mayor reconocimiento profesional del doctorado por parte de
las empresas.

8. Aprovechar las posibilidades que ofrecen los nuevos planes de estudio, en
particular los proyectos fin de carrera, para abordar problemas reales de
las empresas y de otras disciplinas.

14 Participantes en las jornadas

Participaron en las jornadas: Aureli Alabert (Universidad Auténoma de
Barcelona), Maite Alonso Alonso (Nodo CESGA), Antonio Alonso Ayuso
(Universidad Rey Juan Carlos), Inmaculada Arostegui (Universidad del Pais
Vasco), Jaime Barcelé (Universidad Politécnica de Cataluiia), Alfredo Bermudez
de Castro (Universidad de Santiago de Compostela), Luis Lépez Bonilla
(Universidad Carlos IIT de Madrid), Manuel Calvo (Universidad de Zaragoza),
Antonio Campillo (Universidad de Valladolid), Javier Cdrcamo (Universidad
Auténoma de Madrid), Emilio Carrizosa (Universidad de Sevilla), José Durany
(Universidad de Vigo), Laureano Escudero (Universidad Rey Juan Carlos),
José Luis Ferndndez (Analistas Financieros Internacionales y UAM), Araceli
Garin (Universidad del Pais Vasco), Santos Gonzélez (Universidad de Oviedo),
Wenceslao Gonzélez Manteiga (Universidad de Santiago de Compostela),
Carlos Gorria (Universidad del Pafs Vasco), Inaki Largo (Universidad del
Pais Vasco), Mikel Lezaun (Universidad del Pafs Vasco), Marco Antonio
Lépez Cerda (Universidad de Alicante), Agueda Madoz (Universidad del Pais
Vasco), Javier Mar (Hospital Alto Deba, Osakidetza), Francisco Marcelldn
(Universidad Carlos III de Madrid), Maider Mateos (Universidad del Pafs
Vasco), José Ignacio Montijano (Universidad de Zaragoza), David Pardo
(Basque Center for Applied Mathematics), Gloria Pérez (Universidad del Pais
Vasco), Justo Puerto (Universidad de Sevilla), Peregrina Quintela (Universidad
de Santiago de Compostela), Miguel M. Romay (GMV Aerospace and Defence
S.A.), Eduardo Sdinz de la Maza (Universidad del Pafs Vasco), Joan Sola-
Morales (Universidad Politécnica de Cataluna), Fernando Tusell (Universidad
del Pais Vasco), Arantza Urkaregi (Universidad del Pais Vasco), Carlos Vazquez
Cendén (Universidad de A Coruna), José Manuel Vega (Universidad Politécnica
de Madrid), Luis Vega Gonzédlez (Universidad del Pais Vasco), Giuseppe
Viglialoro (Nodo CESGA), Begona Vitoriano (Universidad Complutense de
Madrid), Ion Zaballa (Universidad del Pais Vasco).
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Resumen

Presentamos aqui un resumen del Informe sobre Matematicas en la
Industria que la OCDE (Organizacién para la Cooperacién y Desarrollo
Econdémicos), a través de su Foro Global de la Ciencia, publicé en
julio de 2008, fruto de un workshop organizado para analizar las
relaciones entre matematicas e industria y para formular recomendaciones
practicas orientadas a fortalecer esas relaciones. El informe completo
puede consultarse en www.oecd.org/dataoecd/47/1/41019441.pdf

1 Introduccién

Los gobiernos de los paises miembros de la OCDE reconocen que la innovacién
industrial estd cada vez mé&s basada en los resultados y técnicas de la
investigacion cientifica, en particular que hay una cada vez méas intima conexién
entre innovacién, ciencia y matematicas. Con el fin de estudiar si la interfase
entre estas tres actividades estd funcionando de forma dptima, la OCDE
organizé un workshop en Heidelberg, Alemania, el 22-24 de marzo de 2007
en el que participaron representantes de empresas como Airbus, BASF, Bayer,
Merck, Nipon Steel Corporation, Nokia o Statoil, y de numerosas universidades
y agencias de paises miembros de la OCDE. El Apéndice C del informe contiene
la lista completa de todos los participantes.

2 Objetivos del workshop

Los objetivos del workshop fueron

(1) analizar las relaciones entre matemadticas e industria en los paises
participantes;

(2) identificar tendencias significativas tanto en la investigacién en
matematicas en el mundo académico como en los desafios matematicos a los
que se enfrenta la industria en un entorno econdémico global, y analizar las
repercusiones de esas tendencias para las relaciones entre los matemaéticos del
mundo académico y de la industria;
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(3) identificar y analizar los principales retos y oportunidades para una
asociacién mutuamente beneficiosa entre la industria y el mundo académico;

(4) formular recomendaciones practicas para actuar dirigidas a los
principales interesados: la comunidad de cientificos matematicos, las industrias
participantes y los gobiernos.

En todo el informe el término industria se utiliza en sentido amplio
y comprende cualquier actividad de valor econdémico o social, incluida la
industria de servicios, ya sea del sector publico o del privado. Por su parte el
término matemadticas comprende cualquier actividad en matematicas, incluida
la estadistica.

3 Perspectiva desde cada lado

Para la industria la matematica es una tecnologia instrumental. Proporciona
un marco coherente légicamente y un lenguaje universal para el analisis,
optimizacién y control de los procesos industriales. Debido a que es una
tecnologia instrumental, una herramienta, las contribuciones de las matematicas
rara vez son visibles en el producto final que suministra la industria. Sin
embargo, su impacto econémico es real, y muchas empresas innovadoras que
explotan adecuadamente las matematicas pueden conseguir rapidamente una
ventaja comercial sobre sus competidoras.

Los problemas a los que se enfrentan las empresas en un exigente mercado
global comparten caracteristicas comunes: son complejos y no lineales, contienen
fenémenos en multiples escalas de tiempo y longitud, tienen un alto grado de
incertidumbre, tratan gran cantidad de datos, realizan simulaciones a gran
escala, requieren equipos de investigacion interdisciplinares y transferencia
de conocimiento matematico. Ante estos nuevos retos, la industria necesita
matematicos cualificados que aprecien y comprendan sus necesidades, que
hayan sido formados para captar la esencia de un problema industrial en
términos matematicos, que puedan aplicar los métodos de las matematicas
contempordneas, y que estén familiarizados con los ultimos avances en
computacién cientifica y algoritmos numeéricos.

En el lado académico, la matematica es una disciplina independiente, con un
recorrido propio, que desarrolla nuevas ideas ya sea independientemente desde
su propia disciplina o bajo el estimulo de las aplicaciones. Aunque la mayoria
de los avances en todos los dominios de las matematicas han tenido lugar en
el mundo académico, en el informe se comentan problemas derivados de la
ingenieria quimica, exploracién petrolifera, imagenes médicas, microelectrénica
y nanoelectrénica, logistica y transporte, finanzas, seguridad de la informacién,
comunicaciones y entretenimiento que han tenido un impacto significativo en
nuevos desarrollos matematicos. Sin lugar a dudas, los problemas matematicos
que surgen en la industria merecen la atencién de la comunidad académica, y
su resolucién no sélo contribuye a la salud econémica de la industria, sino que
también puede proporcionar aire fresco para nuevos y atractivos desarrollos en
las ciencias matematicas.
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Las aplicaciones de las matematicas a problemas industriales no han sufrido
una explosion similar a la experimentada por la disciplina académica de las
matematicas. La estructura organizativa de la academia, con departamentos
mas o menos auténomos, va en contra de la idea de inter-disciplinariedad y
las colaboraciones trans-disciplinares son méds la excepcion que la regla. Otros
impedimentos para la interaccion son los sistemas de reconocimiento académico,
que no siempre tienen en cuenta las contribuciones que hacen los matematicos
en disciplinas alejadas de las de su departamento, y los planes de estudios, que
no ofrecen muchas oportunidades para que los estudiantes se familiaricen con
las aplicaciones industriales.

4 Cooperacion matematicas e industria

El éxito de una cooperaciéon requiere un buen ajuste entre las expectativas,
las escalas de tiempo y las competencias de los socios. Un proyecto que se
aborda conjuntamente debe estar debidamente estructurado, y los socios deben
compartir una expectativa razonable de que se tienen las técnicas matematicas
necesarias, o al menos de que se pueden desarrollar.

La participacion de las matematicas en la industria en general se reduce a
las grandes corporaciones, su impacto en las pequenas y medianas empresas
es mas bien escaso. La cuestion es cémo crear mecanismos adecuados para
estimular la interaccion de las matemadticas y la industria y maximizar el
impacto de la cooperacién. Varios paises han puesto en practica distintos
mecanismos que pueden mejorar esa cooperacién en funcién de su estado de
desarrollo y estructura econémica. En el informe se describen los siguientes
mecanismos: centros de investigacién interdisciplinares, puestos universitarios
para matematicas industriales, practicas de investigacién, grupos de interés
especial, colaboraciones en investigacién directa, grupos de estudio, actividades
para estudiantes, traslacion de tecnologia, consultoria, empresas de software,
cooperacion transnacional.

Las ideas y métodos matemdticos pueden ser entidades de alto valor
economico y la propiedad intelectual es un capitulo importante en las relaciones
industria - academia. Las cuestiones que rodean la “propiedad intelectual de
matematicas” son especificas debido a que las matemaéticas no son un producto
tangible, sino mas bien una combinacién de las ecuaciones matematicas
subyacentes, junto con su expresién en forma de algoritmo. Asi, en los casos
en que se implementan algoritmos matematicos en programas informaticos
pueden surgir cuestiones de propiedad intelectual dificiles de abordar. Dada
la gran variedad de usos y reconocimientos de la propiedad intelectual de
unos paises a otros, los participantes en el workshop se limitaron a apuntar
la necesidad de compartir las mejores préacticas en la gestion de la propiedad
intelectual matematica y de aprender de los éxitos y fracasos de los cientificos
y organizaciones que trabajan en la interfase de la matematica y la industria.
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5 Conclusiones y recomendaciones

La industria se enfrenta a problemas que tienen un componente matematico
significativo y cuya resolucién en muchos casos cae dentro de areas de interés de
la investigacién actual en mateméticas. Asi, el reforzamiento de los vinculos
entre las matemadticas y la industria serd beneficioso para las dos partes,
estimulard nuevas matemaéticas y mejorard la ventaja competitiva de las
empresas y las economias nacionales.

Los participantes en el workshop propusieron distintas recomendaciones
dirigidas a la comunidad académica, a organismos gubernamentales y otras
agencias de financiacién y a la industria, para facilitar una relaciéon constructiva
entre matematicas e industria. Atendiendo al apartado que se quiere mejorar,
estas recomendaciones se pueden clasificar en siete grupos. A continuacién
enunciamos las recomendaciones formuladas.

5.1 Matematicas para la innovacién industrial

Impulsar centros de investigacién interdisciplinares, crear plazas universitarias
especiales en matematicas industriales, organizar workshops para identificar
problemas matemadticos en industrias especificas y para poner de relieve nuevas
técnicas matematicas para la industria.

5.2 Educacién y capacitacion

Disenar planes de estudios optativos para los estudiantes de matematicas que
estén interesados en y motivados por los problemas industriales, los cuales
deben proporcionar una sélida formacion en matemaéticas, haciendo hincapié en
las aplicaciones innovadoras de las matemdticas y en problemas impulsados
por la industria. Crear oportunidades para la participacion en la investigacion
a nivel de grado y postgrado, establecer programas de doctorado con la
industria, crear oportunidades para que profesores de ensenanza secundaria
participen en interacciones academia - industria, y patrocinar equipos de jévenes
investigadores para investigacién orientada a la industria.

5.3 Interfase entre las matematicas y la industria

Constituir equipos conjuntos para desarrollar nuevas tecnologias matematicas
para industrias seleccionadas, crear puestos de “trasladores” para mejorar el
proceso de comunicacion entre la industria y el mundo de las matematicas,
facilitar el acceso web a la informacién acerca de los problemas, métodos,
soluciones, centros de excelencia y capacidades disponibles, crear redes de
expertos, y establecer modelos de acuerdos sobre la propiedad intelectual.

5.4 Infraestructura académica

Favorecer un entorno de apoyo a actividades interdisciplinares, estimular a los
profesores universitarios para que exploren oportunidades fuera de su estricta
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especializacién, apreciar y recompensar adecuadamente la participacién del
profesorado en actividades de difusién a la industria, crear puestos universitarios
para investigadores de la industria, todo ello sin que disminuyan los estandares
de calidad y rigor propios de la investigacién en matematicas.

5.5 Infraestructura industrial

Hacer mas atractivo el entorno industrial a investigadores cualificados,
alcanzando compromisos aceptables entre el largo periodo de tiempo tipico de
la investigacién matematica y la escala de tiempo normalmente mucho mas
corta a la que se enfrenta la industria, y dando a los investigadores en la
industria la oportunidad de continuar su formacién asistiendo a conferencias
y workshops. Aumentar la presencia de la industria en el mundo académico
mediante su apoyo activo a actividades que potencialmente incrementen el
impacto de las matemadticas en la industria, y su participaciéon activa en los
institutos de investigacion, en grupos de estudio, en escuelas de verano y en
actividades de formacion para estudiantes en matemédticas industriales.

5.6 Coordinacién nacional e internacional

Coordinar las investigaciones con el exterior, lo cual evita el riesgo no deseado de
duplicar esfuerzos por parte de la comunidad académica. Difundir los resultados
en revistas o presentarlos en congresos como una actividad cientifica més,
con los mismos estandares de exigencia cientifica. Desarrollar la cooperacién
internacional entre las agencias de financiaciéon y gobiernos, y el intercambio
de practicas eficaces en reuniones nacionales e internacionales. Crear redes
internacionales para la investigacién y la educacién, posiblemente soportadas
por recursos editoriales adecuados y bases de datos compartidas. En este orden
de cosas, nunca hay que dejar de tener en mente que las matematicas son una
empresa global.

5.7 Acciones, tareas

Crear un grupo de trabajo internacional para promover las iniciativas descritas
en este informe, para evaluar y priorizar las recomendaciones en relacién con
sus implicaciones econémicas, y para identificar los recursos necesarios para la
implementacion de las distintas recomendaciones. El grupo de trabajo deberia
incluir a representantes del mundo académico, la industria y el gobierno, con
llamadas adicionales a expertos en caso necesario.

Informe de la OCDE sobre Matematicas en la Industria
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Titulo: ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES CON CON-
DICIONES DE CONTORNO NO LINEALES. APLICACIO-
NES A LA DINAMICA DE TUMORES.
Doctorando: Cristian Morales Rodrigo.
Director/es: Antonio Sudrez Fendndez.
Defensa: 30 de Marzo 2009, Sevilla.
Calificacién: Sobresaliente cum laude por unaminidad.

Resumen:

En esta tesis nos dedicamos al estudio tedrico y aplicaciones a la biologia y
medicina de ecuaciones y sistemas de ecuaciones en derivadas parciales con no
linealidades en la frontera. La tesis se divide en tres partes.

En la primera parte hacemos un estudio tedrico general de las ecuaciones en
derivadas parciales de tipo eliptico con condiciones de contorno no lineales. En
concreto nos centramos en la unicidad de solucién, generalmente positiva, y en
la existencia de soluciones mediante el método de bifurcacién.

Posteriormente, en la segunda parte combinamos los resultados de la seccién
anterior con otros métodos, por ejemplo el de las sub-supersoluciones o el
lema del paso de montana, para hacer un estudio exhaustivo de dos ecuaciones
elipticas que presentan no linealidades tanto en la ecuacién como en la frontera.

Finalmente, la tercera parte se dedica al estudio de dos sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabdlico y de sus estados
estacionarios asociados. El primero de ellos modela, en una manera bastante
simplificada, el proceso de angiogénesis tumoral, que es un proceso crucial
en el desarrollo tumoral. El segundo modelo fue propuesto por otros autores
como un modelo relacionado con la formacién de patrones, como puede ser la
pigmentacién que en la piel presentan diversos tipos de animales como el tigre
o la cebra.
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Titulo: NURBS-ENHANCED FINITE ELEMENT METHOD
(NEFEM).
Doctorando: Rubén Sevilla.
Director/es: Antonio Huerta, Sonia Fernandez-Méndez.
Defensa: 24 de Julio de 2009, Barcelona.
Calificacién: Sobresaliente cum laude por unanimidad.

Resumen:

En esta tesis se propone una mejora del cldsico método de los elementos
finitos (finite element method, FEM) para un tratamiento eficiente de dominios
con contornos curvos: el denominado NURBS-enhanced finite element method
(NEFEM). Esta mejora permite describir de manera exacta la geometria
mediante su representacién del contorno CAD con non-uniform rational
B-splines (NURBS), mientras que la solucién se aproxima mediante una
interpolaciéon polinémica estandar. Por tanto, en la mayor parte del dominio la
interpolacion y la integracion numérica son estandar, manteniendo la eficiencia y
las propiedades de convergencia clasicas del FEM, y facilitando el acoplamiento
con los elementos interiores. S6lo se requieren estrategias especificas para
realizar la interpolacién y la integracién numeérica en los elementos afectados
por la descripcién del contorno mediante NURBS.

La implementacién y la aplicacion de NEFEM a problemas que requieren
una descripcién precisa del contorno son también objetivos prioritarios de esta
tesis. Por ejemplo, la solucién numérica de las ecuaciones de Maxwell es muy
sensible a la descripcién geométrica. Se presenta la aplicaciéon de NEFEM
a problemas de scattering de ondas electromagnéticas con una formulacion
de Galerkin discontinuo. Se investiga la habilidad de NEFEM para obtener
soluciones precisas en mallas groseras utilizando aproximaciones de alto orden y
se exploran las posibilidades de las denominadas mallas NEFEM, con elementos
que contienen singularidades geométricas dentro de una cara o una arista de un
elemento. Utilizando NEFEM, el tamano de elemento no esta controlado por la
complejidad de la geometria. Esto implica una drastica diferencia en el tamafno
de elemento y, por tanto, supone un gran ahorro tanto desde un punto de vista
de requerimientos de memoria como de coste computacional. Por tanto, NEFEM
es una herramienta poderosa para la simulacién de problemas tridimensionales a
gran escala con geometrias complejas. Por otro lado, la simulaciéon de problemas
de scattering de ondas electromagnéticas requiere la utilizacién de mecanismos
para conseguir una absorcion eficiente de las ondas scattered. En esta tesis se
discuten, optimizan y comparan dos técnicas en el contexto de métodos de
Galerkin discontinuo y aproximaciones de alto orden.

La solucién numérica de las ecuaciones de FEuler de la dindmica de
gases es también muy sensible a la representaciéon geométrica. Cuando se
considera una formulacion de Galerkin discontinuo y elementos isoparamétricos
lineales, una produccién espuria de entropia puede evitar la convergencia
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hacia la solucién correcta. Con NEFEM la imposicion de la condicion de
contorno en contornos impermeables utilizando la descripcién geométrica exacta
proporciona resultados precisos, incluso con una aproximacién lineal de la
solucién. Ademas, la representacion exacta del contorno permite una imposicién
adecuada de las condiciones de contorno en mallas groseras utilizando altos
grados de aproximacion.

Una propiedad atractiva de la implementacién propuesta es que muchas de
las rutinas usuales en un cédigo de elementos finitos pueden ser aprovechadas:
por ejemplo, rutinas para realizar el calculo de matrices elementales,
ensamblado, etc. S6lo es necesario implementar nuevas rutinas para calcular
cuadraturas en elementos curvos y almacenar el valor de las funciones de forma
en los puntos de integracién.

En los tdltimos anos se han propuesto varias técnicas de elementos finitos
que utilizan una descripciéon precisa o exacta de la geometria. En esta tesis
se compara NEFEM con otras técnicas populares de elementos finitos curvos:
elementos isoparamétricos, elementos cartesianos y el denominado p-FEM.
La comparacién se realiza desde tres puntos de vista: aspectos tedricos,
implementaciéon y eficiencia numérica. En los ejemplos NEFEM es, como
minimo, un orden de magnitud méas preciso para un numero fijado de grados
de libertad. Ademads, para una precision deseada NEFEM es también més
eficiente: necesita un 50 % de los grados de libertad utilizados con elementos
isoparamétricos o con p-FEM para conseguir la misma precisiéon. Por tanto, el
uso de NEFEM es altamente recomendable en presencia de contornos curvos
y/o cuando el contorno tiene detalles geométricos complejos.
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TIf.: 913.944.632. Fax: 913.944.615.

e-mail: alicia.arjona@mat.ucm.es.

www.mat.ucm.es/momat

Blanes Zamora, Sergio

Prof. Titular de Universidad. Lineas de investigacion: Integracion geométrica,
métodos numéricos para ecuaciones diferenciales — UNIV. POLITECNICA DE
VALENCIA — E. T. S. de Ingenieria del Diseno — Depto. de Matematicas —
Camino de Vera, s/n. 46022 Valencia.

TIf.: 963.877.000, Ext. 86691. Fax: 963.879.887.

e-mail: serblaza@imm.upv.es.

http://personales.upv.es/ serblaza

Cabrales, Roberto Carlos

Profesor. Lineas de investigacion: Ecuaciones en derivadas parciales; simulacién
numérica de problemas de ingenieria — UNIV. DE Bfo-Bfo — Fac. de Ciencias
— Depto. de Ciencias Béasicas — Avda. Andrés Bello, s/n. 447 - Chillan (Chile).
TIf.: +5642253160. Fax: +564225406.

e-mail: roberto.cabrales@gmail.com.

Castedo Ruiz, Ricardo

Estudiante (Becario). Lineas de investigacion: Matematica aplicada al medio
natural; modelizacién y simulaciéon numérica de procesos geoldgicos — UNIV.
POLITECNICA DE MADRID — E. T. S. I. de Minas — Dpto. de Matemética
Aplicada y Métodos Informaticos — Alenza, 4. 28003 Madrid.

TIf.: 913.367.047.

e-mail: ricardo.castedo@upnm.es.
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Faraco Hurtado, Daniel

Prof. Titular de Universidad. Lineas de investigacion: Funciones cuasiconformes
y ecuaciones elipticas; calculo de variaciones vectorial y problemas inversos —
UN1v. AUTONOMA DE MADRID — Fac. de Ciencias — Depto. de Mateméticas
— C.U. de Cantoblanco, Crta. de Colmenar, Km 14. 28049 Madrid.

Fax: 914.972.889.

e-mail: daniel.faraco@uam.es.

http://www.uam.es/personal pdi/ciencias/dfaraco

Fernandez Jambrina, Leonardo

Prof. Titular de Universidad. Lineas de investigacion: Diseno geométrico asistido
por ordenador, relatividad general — UNIV. POLITECNICA DE MADRID — E. T.
S. I. Navales — Depto. de Ensenanzas Bésicas de la Ingenieria Naval — Avda.
Arco de la Victoria, s/n. 28040 Madrid.

TIf.: 913.367.172. Fax: 915.442.149.

e-mail: leonardo.fernandez@upm.es.
http://debin.etsin.upm.es/1fj.htm

Ivorra, Benjamin

Prof. Ayudante Doctor. Lineas de investigacion: Optimizacién, simulacién,
modelizacién — UN1v. COMPLUTENSE DE MADRID — Fac. de Mateméticas
— Dpto. de Matemética Aplicada — Plaza de las Ciencias, 3. 28040 Madrid.
TIf.: 913.944.415. Fax: 913.944.613.

e-mail: ivorra@mat.ucnm.es.

http://www.mat.ucm.es/~ivorra

Lebtahi, Leila

Prof. Asociada. Lineas de investigacion: Analisis matricial y aplicaciones —
UN1v. POLITECNICA DE VALENCIA — E. T. S. I. de Telecomunicacién — Dpto.
de Matemadtica Aplicada — Camino de Vera, s/n. 46022 Valencia.

TIf.: 963.877.987. Fax: 963.877.199.

e-mail: leilebep@mat .upv.es.

Martinez Gavara, Anna

Investigadora. Lineas de investigacion: Métodos de alta resolucion para sistemas
hiperbdlicos — UNIV. DE SEVILLA — Fac. de Matematicas — Dpto. de
Ecuaciones Diferenciales y Anélisis Numérico — Tarfia, s/n. 41012 Sevilla.
TIf.: 954.556.289. Fax: 954.552.898.

e-mail: gavara@us.es.
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Tierra Chica, Giordano

Estudiante (Becario). Lineas de investigacion: Andlisis tedérico y numérico de
ecuaciones en derivadas parciales — UNIV. DE SEVILLA — Fac. de Matematicas
— Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y Andlisis Numérico — Tarfia, s/n. 41012
Sevilla.

TIf.: 954.556.807. Fax: 954.552.898.

e-mail: gtierra@us.es.
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INFORMACION PARA LOS AUTORES

1. Los articulos publicados en este Boletin podran ser escritos en espanol o
inglés y deberan ser enviados por correo certificado a

Prof. E. FERNANDEZ CARA

Presidente del Comité Cientifico, Boletin SEMA
Dpto. E.D.A.N., Facultad de Mateméticas
Aptdo. 1160, 41080 SEVILLA

También podran ser enviados por correo electrénico a la direccién
boletin.sema@uclm.es

En ambos casos, el/los autor/es deberdn enviar por correo certificado
una carta a la direccién precedente mencionando explicitamente que el
articulo es sometido a publicacién e indicando el nombre y direccién del
autor corresponsal. En esta carta, podran sugerirse nombres de miembros
del Comité Cientifico que, a juicio de los autores, sean especialmente
adecuados para juzgar el trabajo.

La decisién final sobre aceptacién del trabajo serd precedida de un
procedimiento de revisiéon anénima.

2. Las contribuciones seran preferiblemente de una longitud inferior a 24
péaginas y se deberan ajustar al formato indicado en los ficheros a tal efecto
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conocidos y/o previamente publicados. Se anima especialmente a los
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