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Resumen

El problema del Reparto de Secretos se engloba en un campo maés
general que es el de la Criptograffa.

El problema que se plantea es repartir una informacién secreta entre
un colectivo de participantes, mediante la construcciéon de fragmentos
de informacién que se repartiran entre los participantes, de modo que
para conocer la informacién secreta sean necesarios algunos conjuntos
predeterminados de participaciones.

Vamos a analizar algunas de las soluciones cldsicas planteadas a lo
largo de la bibliografia existente sobre el tema, tanto desde el punto de
vista de su construccién como del de su eficacia, centrandonos de un modo
algo més detallado en su formulacién en términos de la Teoria de Cédigos.
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1 Introduccién

La Criptografia ha adquirido una notable relevancia en el mundo actual debido
a sus multiples aplicaciones en el campo de las comunicaciones. Basicamente, el
problema fundamental es el de la proteccién de datos, mediante su ocultacion
o transformacién, y la Teoria de Numeros desempena un importante papel en
su resolucién como asi se pone de manifiesto en [15].

Asimismo, la Criptografia engloba otros problemas como el del Reparto de
Secretos que, como veremos, puede ser atacado desde diferentes ramas de la
Matematica.

En lineas generales el problema que dio inicio al estudio del reparto de
secretos era tratar de repartir una informacion secreta entre un colectivo P de
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| personas, mediante la construccién de [ fragmentos de informacién, de modo
que para conocer la informacion secreta fueran necesarias al menos m de las [
participaciones.

Esto es lo que se ha dado en llamar un esquema umbral y, como veremos, ha
sido resuelto por Shamir [16] y por Blakley [3], utilizando conceptos matematicos
tan dispares como los polinomios y el espacio afin, respectivamente.

Para situar el problema, supongamos una comunidad de vecinos que tiene
una cuenta bancaria comiin con clave de acceso y se supone que para realizar
cualquier transaccién sea necesaria la presencia de al menos la mitad de los
vecinos. Se trata, entonces, de dar a cada vecino un fragmento de informacién
acerca de la clave, de modo que si se agrupan al menos la mitad de los vecinos
puedan recuperar la clave completa para realizar una transaccion pero que si se
retinen menos de la mitad no puedan recuperar nada acerca de ella.

Con el paso del tiempo y a modo de generalizaciéon se ha considerado que
las agrupaciones autorizadas a recuperar la totalidad del secreto no tuvie-
ran necesariamente el mismo ntmero de participantes, sino que pudieran ser
unas agrupaciones establecidas y especificadas a priori, por lo que el problema
derivé en disenar un esquema para compartir secretos que se denominé perfecto,
esto es, que las agrupaciones no autorizadas a recuperar el secreto no obtuvieran,
al reunir sus participaciones, ninguna informacién acerca del secreto.

2 Problema del Reparto de Secretos

El problema que se plantea es, dado un secreto, repartir unos fragmentos de
informacién entre varias personas, de modo que ciertas agrupaciones de estas
personas puedan recuperar el secreto y otras agrupaciones no sean capaces de
recuperar nada acerca del secreto.

Para describir el problema vamos a considerar:

P ={Py,... P} un conjunto de [ personas que participan en un esquema para
compartir secretos,

D ¢ P el gestor del esquema, es decir, una persona confiable y ajena al conjunto
de participantes que administra las participaciones y que mantiene oculto
el secreto,

K un conjunto de secretos a repartir,

I' C 27 el conjunto de subconjuntos de participantes que son capaces de
computar el secreto, denominados agrupaciones autorizadas. A T se le
denomina estructura de acceso,

S el conjunto de participaciones.

Nota 1 Se puede comprobar que la estructura de acceso queda perfectamente
determinada por el conjunto de sus agrupaciones minimales, que se denomina
base de la estructura de acceso y se denota por I'g.
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Presentamos el modelo matematico al que debera ajustarse cualquier cons-
truccion que se haga para describir un esquema de reparto de secretos.

Definicién 1 Dados S un conjunto de participaciones y K un conjunto de
secretos, un esquema de reparto de secretos se representa como un conjunto
de reglas de distribucion, esto es aplicaciones

f:PU{D} — SUK que satisfacen
fD)ekK y f(P)eS paral <i<l,

donde f(D) = K es el secreto a compartir y f(P;) = s; es la participacion que
puede recibir cada P; € P.

El conjunto de reglas de distribucion, denotado por J, es de conocimiento
publico. Para cada secreto K € K consideramos el conjunto de reglas Jx =
{feTJ/f(D)=K} y cuando el gestor del esquema quiera repartir un secreto
K tomard aleatoriamente una regla de Jx y repartird a cada persona P; € P
la participacion s; € S. Diremos, entonces, que el esquema realiza la estructura
de acceso.

Definicién 2 Se dice que un esquema es perfecto para realizar una estructura
de acceso I, cuando se satisfacen las dos propiedades siguientes:

1. si un subconjunto autorizado reune sus participaciones, entonces puede
determinar el valor del secreto K,

2. si un subconjunto no estd autorizado, entonces no puede determinar nada
acerca de K.

Supongamos que I' es una estructura de acceso y J un conjunto de reglas de
distribucién tales que:

1.SiAeTy fg € J verifican que f(P;) = g(F;) para todo P; € A,
entonces se tiene que f(D) = g(D).

2.SiB¢Tyf:B — S, entonces existe un entero positivo A(f, B) tal
que, para cada K € IC,

Hg € Ik : 9(P;) = f(P;) para todo P; € B}| = A\(f, B).

La condicién 1 afirma que las participaciones dadas a un subconjunto
autorizado determinan de forma tnica el valor del secreto.

La condiciéon 2 asegura que fijada cualquier asignacién f de participaciones a
los elementos de B (subconjunto no autorizado), existen A(f, B) posibles reglas
compatibles con f para cada posible valor del secreto.

Teorema 1 [6] Si tenemos una familia de reglas de distribucion J que satisface
las condiciones 1 y 2 anteiores, entonces J es un esquema perfecto que realiza
la estructura de acceso I'.
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La eficiencia de un esquema se mide a través de la Tasa de Informacion.

Un secreto K € K se puede representar como una cadena de bits de longitud
log o |K| vy cada participacién s; € S;, de cada P;, por una cadena de longitud
log 2 |S,|

log 2| K|
log QISL‘

Definicién 3 Se denominan tasa de informacion de P; a p; = y tasa

de informacion del esquema a p=min{p; : 1 <17 <[}.
Lema 2 Para cualquier esquema perfecto p < 1.

Demostracion.

Supongamos que J es el conjunto de reglas de distribucién para un esquema
perfecto para compartir secretos que realiza una estructura de acceso I'.

Sean B € T'g y P; € B, definimos B’ = B — {P;} y tomamos una regla de
distribucién g € J.

Sea f la restriccién de g a B’. Como B’ ¢ T, existe un niimero entero
A(f, B") > 0 que verifica la condicién 2 anterior.

De aqui que para cada K € K existe una regla de distribucién fx € Jx tal
que fx(P;) = f(P;) para todo P; € B'.

Por la condicién 1 anterior podemos asegurar que si K # K’ entonces
fx(P;) # fx (P;), luego |S;| > |K| y de aqui se deduce que p < 1.

O

Definiciéon 4 Cuando p =1 se dice que el esquema es ideal.

Se puede comprobar que el ejemplo descrito en la seccién 1 se ajusta al modelo
general puesto que se trata de un (¢/2,t)-esquema umbral y puede ser resuelto
mediante, por ejemplo, el esquema de Shamir expuesto en la seccién 3.1.

3 Esquemas clasicos de reparto de secretos

Vamos a describir, en esta seccién, algunos de los esquemas que han sido
utilizados para resolver el problema del Reparto de Secretos, exponiendo los
conceptos matematicos que se aplican en ellos. Veremos que en algunos casos
se obtiene un esquema ideal.

3.1 Esquema de Shamir

Shamir [16] resolvié el problema de repartir secretos entre | personas, de modo
que cualquier agrupacion de ¢t o mas de ellas pudiera recuperarlo y, en caso
contrario la agrupacién no descubra nada acerca del secreto. Este problema es
conocido como un (t,1)-esquema umbral.

El esquema consiste en:

Dados I, s y t <1 enteros positivos y un secreto K € {0,...,s — 1}.

e Se toma un primo p > max{s,! + 1}.
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e Se escogen aleatoria e independientemente aq,...,a;_1 € Z/p.

e Se construye el polinomio de grado t — 1, ¢g(x) = K + Zf;i a;x’.

e Se distribuye el secreto en las participaciones s; = q(i) € Z/p, i =1,...,1
que se reparten entre los miembros del colectivo.

Mediante el Teorema de Interpolacién de Lagrange [10], ¢t personas del colectivo
de participantes podrian recuperar el polinomio g(x), puesto que conocen las
imagenes de t puntos, y de ahi su término independiente que es el secreto. Ahora
bien, ¢t — 1 personas no obtendrian informacién adicional sobre la que ya tenian
ya que cualquier término independiente seria compatible con la construccién.

Nota 2 Para la realizacion del caso particular de un (1,1)-esquema umbral, en el

que sdlo tenemos una agrupacion autorizada consistente en el conjunto formado

por todos los participantes, resulta mas sencilla la siguiente construccion.
Dados 1 y s enteros positivos y un secreto K € {0,...,s — 1},

e se toma un primo p > méax{s,l + 1},

e se escogen aleatoria e independientemente as, . ..,a; € Z/p,

e se distribuye el secreto en las participaciones s1 = K + 2222 a; Y
si=a; Yi=2,...,l, que se reparten entre los miembros del colectivo.

Este tipo de esquemas, aunque sélo es valido para el caso de esquema umbral,
es ideal, ya que la longitud de las participaciones es la misma que la del secreto.

3.2 Construccion de tipo geométrico

Blakley [3] fue el precursor de este tipo de construcciones para la resolucién
de un (¢,1)-esquema umbral; posteriormente, diversos autores han propuesto
modificaciones del método original de Blakley.

Béasicamente, se trata de tomar en un espacio afin una recta piblica, que
contiene al secreto, y un hiperplano no paralelo a la recta, cuya interseccion
con la recta es el secreto; las participaciones que se reparten son puntos del
hiperplano, de modo que las agrupaciones autorizadas puedan obtener una
variedad afin contenida en el hiperplano y que contiene al secreto y asi, tras
hacer su interseccién con la recta piblica, recuperar el secreto.

Hemos tomado la construccién geométrica de Simmons [17] como ejemplo
de este tipo de esquemas ya que, aunque no es la mas general, es suficiente para
nuestros propésitos.

Dado F; cuerpo con ¢ elementos, se considera Fy con su estructura afin que
denotaremos por A(gq,n).

Sean Vp una recta y V; un hiperplano en el espacio afin n-dimensional A(g,n)
tal que |[Vp NV =1

El secreto serd el unico punto K = Vp NV, y cada participante P;
recibird como participacién un conjunto d(P;) = {x;; : 1 < j < R;} de puntos
de V; de modo que

VeNVp=0<«<= B ¢ T
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donde Vg es la variedad generada por U d(FP;), es decir,
{i:P;eB}

Ve ={ Z Za”a:” a;; € Fq,ZaU =1}

{::P;eB} j=1

Para recuperar el secreto, una agrupaciéon computara la variedad engendrada
por las participaciones que tiene conjuntamente y su interseccién con Vp. Si no
es vacia, el inico punto de interseccién es el punto K.

En particular, si se quiere construir un (¢,!)-esquema umbral, como se
pretendia en la construccién original de Blakley, se reparte un punto a cada
uno de los [ participantes de modo que cualquier subconjunto de ¢ puntos sean
afinmente independientes.

Esta construccién genera un esquema ideal puesto que, tanto el secreto como
las participaciones son puntos.

3.3 Construccion basada en circuitos mondtonos

En 1987, Ito, Saito y Nishizeki [9] dieron una construccién para resolver el
problema general de compartir secretos, que demuestra que siempre existe
un esquema que realiza cualquier estructura de acceso, aunque la tasa de
informacion es pésima, es decir, la longitud de las participaciones es mucho
mayor que la del secreto.

Baésicamente, la idea de su construccion es describir un circuito mondétono
que reconozca’la estructura de acceso y dar, a partir de esta descripcion, el
esquema de reparto. El inconveniente de este esquema es que, como veremos, la
tasa de informacién es muy baja.

Supongamos que tenemos un circuito booleano con [ entradas x1,...,x
correspondientes a los [ participantes Pi,..., P en el esquema y una salida y.
El circuito consiste en puertas Oy puertas Y pero ninguna NO; tal circuito se
denomina circuito mondtono.

Si especificamos valores booleanos para las [ entradas, podemos definir
B(zy,...,2;) = {P; : &; = 1}, es decir, el subconjunto de P correspondiente a
las entradas verdaderas.

También podemos definir I'g = {B(z1,...,2;) : G(x1,...,2;) = 1} donde
G(x1,...,2;) denota la salida Y del circuito dada por las entradas x1, ..., z;.

Si 'y € 27, es facil construir un circuito monétono G tal que I'g = I'g. Una
forma es, dada I'y la base de una estructura de acceso, se construye la férmula

booleana:
\/ ( /\ P)

AeTly P;eA

ahora se trata de repartir participaciones entre los integrantes del esquema y la
propuesta de estos autores es, dado un secreto K, para cada agrupaciéon A € T'g,
considerar la construccién de la Nota 2 para resolver el (14, 14)-esquema umbral
donde [ 4 es el nimero de participantes de la agrupacién A.
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Entonces, cada participante recibira una participacién por cada agrupacion
minimal a la que pertenezca; y si una agrupacion B pretende recuperar el secreto
K deberd encontrar una agrupaciéon minimal A contenida en ella y recuperar el
secreto a partir de A.

Como podemos observar, aunque la longitud del secreto es 1, la longitud de
la participacion de un participante es la misma que el nimero de agrupaciones
de la base en la que esté incluido. Por lo tanto este esquema no es ideal aunque
la estructura de acceso admita una construccién ideal.

3.4 Construcciéon vectorial

Este tipo de construccién para compartir secretos se debe a Brickell [4] y, en
lineas generales, podemos decir que cada participante, incluido el gestor, tiene
asociado un vector de un espacio vectorial sobre un cuerpo finito de manera
que los subconjuntos autorizados son aquellos en los que el vector asociado al
gestor se puede expresar como combinacién lineal de los vectores asociados a
los participantes de la agrupacién.

Sean I' una estructura de acceso y F’; el espacio vectorial de dimensién k
sobre el cuerpo finito Fy y k& > 2.

Supongamos que existe una aplicacién ® : PU{D} — IF’; que satisface:

®(D)e< ®(P):P,e B> BeTl (1)

es decir, que el vector ®(D) puede ser expresado como combinacién lineal del
conjunto {®(P;) : P; € B} si y sblo si B es un conjunto autorizado.

Entonces para K = S = F, se puede construir un esquema ideal definiendo,
para cada a € F’;, la regla de distribucién del esquema f,(z) = a - ®(x) para
todo x € PU{D}.

Teorema 3 [4] Si ® satisface la condicidn (1), la coleccion de reglas de
distribucion J = {fa ta € IFZ} es un esquema ideal que realiza T'.

3.5 Construccion mediante grafos

Estas estructuras son utilizadas frecuentemente para construir esquemas cuya
estructura de acceso tiene como base solamente agrupaciones con 2 participantes
vy que, por tanto, se pueden interpretar como las aristas de un grafo no dirigido.

Dado un grafo G = (V, E), donde V son los vértices y E las aristas que unen
cada vértice, denotamos por I'(G) a la estructura de acceso cuyos participantes
son los elementos de V' y por I'g = F a la base de I'(G).

Definicién 5 Se dice que un grafo G es completo y multipartito, si podemos
encontrar una particion de V' en subconjuntos Vi, Va, ..., V; tal que

(zy) eE<=axzecV; NyeV;, i#j

Un grafo multipartito se denota por Ky, ., si|Vi|=mn;, 1<i<lypor K si
n=1 Vi=1,..,lyl=|V|.
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Como resultado fundamental para este tipo de construcciones se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 4 [18] Si G = (V,E) es un grafo multipartito, entonces hay un
esquema ideal que realiza la estructura de acceso T'(G).

3.6 Matroides

Aunque no aportan construccién propia, puesto que se apoyan en la construccién
vectorial, su contribucién al problema del Reparto de Secretos son importantes
resultados acerca de la caracterizacién de estructuras de acceso que admiten un
esquema ideal. Para mas detalles sobre estas estructuras y su utilizacién en el
problema del reparto de secretos nos remitimos a [5] é [11].

Definicién 6 Una matroide es un par M = (X, J) donde X es un conjunto
finito y J C 2% que verifican:

heJg
SiAeJ y B C A entonces Be J
SiA,Be J y|A|l=|B|+1 entonces existe x € A— B tal que BU{z} € J

Los elementos de J se llaman conjuntos independientes y aquellos subconjuntos
de X que no pertenecen a J se dicen dependientes. Los conjuntos dependientes
minimales se denominan circuitos.

Definicién 7 Una matroide M se dice coordenable sobre un cuerpo F si existe
f: X —TF*

tal que A C X es un conjunto independiente en M si y sdlo si {f(z) : x € A}
es linealmente independiente en F*.

Definiciéon 8 Una matroide M se dice conexa si para todo x,y € X existe un
circuito C' tal que x,y € C'.

Destacamos los siguientes resultados que permiten la identificacién de
estructuras de acceso para las cuales podemos encontrar un esquema ideal.

Teorema 5 [5] Sean M una matroide conexa y coordenable sobre un cuerpo
finito Fy y x € X y tomamos P = X — {x}.

Entonces existe un esquema ideal que realiza la estructura de acceso dada
por

Io={C—{z}:2€CegG}

donde G denota el conjunto de circuitos de M.
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Teorema 6 [11] Dada una estructura de acceso T, se considera (X,G) donde
X es el conjunto de participantes y el gestor, y

G=Ggpué&
Gp={AU{D}: AeTo}y
& es el conjunto de conjuntos minimales de CUC’ —{ ﬂ C"}

{C"eGp:C"cCUC’}
Entonces si G no es el conjunto de circuitos de una matroide, no existe
ningun esquema ideal que realiza T.

4 Construcciéon basada en cédigos correctores

La Teoria de Cdédigos surgié para tratar de corregir los errores que se podian
producir en un canal de comunicacién, sin embargo también se ha visto
involucrada en el problema de encontrar esquemas de reparto de secretos.
En este contexto, algunos trabajos dejan entrever cierto afian por generalizar
y unificar las construcciones anteriormente expuestas. Concretamente, la
construccién de Shamir ha sido interpretada por Mc-Eliece y Sarwate [12], en
términos de cédigos Reed-Solomon [13]. Para mas detalles ver [1].

4.1 Cbdigos correctores de errores

Definicién 9 Sea F, el cuerpo finito con q elementos. Un [n, k]—-cdédigo lineal
C sobre Fy es un subespacio vectorial de dimensidn k de Fy. A los elementos de
C se les denomina palabras.

Definicién 10 Se llama matriz generatriz de C a la matriz asociada a una
aplicacion lineal inyectiva f : ]Ffl — C C Fy, es decir, a una matriz k X n cuyas
filas son una base de C.

Una matriz H sobre F, es matriz de control o de chequeo de C si para todo
vector x € Fy se verifica que v € C si y sdlo si Hzx! = 0. H es de tamano
(n—k) xn y de rango n — k.

Nota 3 Como una base de C no es unica tampoco lo es una matriz generatriz
G, ast, cuando la matriz sea de la forma G = [I;|A], donde I;, denota la
matriz identidad de orden k, se dice que G es una matriz generatriz estandar.
En este caso, tanto la codificacion como el codigo se dicen sistemdticos y, si
x = (x1,...,2k), las palabras del cddigo tienen la formas:

C:$G:( Iy, y Lk y Tht1, ,.’En)

stmbolos de informacion  simbolos de chequeo

En un canal de comunicacion los mensajes pueden sufrir alteraciones de diversos
tipos. Segin la naturaleza de estas alteraciones podemos distinguir entre errores,
simbolos recibidos que difieren del enviado a través del canal, y borrones,
simbolos recibidos que son ilegibles o imposibles de interpretar por el receptor.
Maticemos que los borrones se pueden interpretar como errores cuya posicion
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es conocida, de ahi que este tipo de errores, como veremos en la construccion
del esquema, tengan especial relevancia en el problema del reparto de secretos.

Un parametro importante en la Teoria de Cdédigos es la distancia minima,
pues el numero de errores que puede detectar y corregir un cédigo queda
determinado por su valor.

Definicién 11 La aplicacion d : Fy x Fy — N tal que d(z,y) = #{i €
{1,...,n}/xi # yi} define una métrica en Fy que se denomina distancia de
Hamming.

Dado un cédigo C lineal de tipo [n, k] sobre Fy se define: dc = min{d(u,v) :
u,v € C Au # v}

dc¢ se denomina distancia minima de C y usualmente se denota por d.

Si la minima distancia de un cddigo lineal es d se dice que es un cddigo de
pardmetros [n, k,d].

Proposicién 7 [14] Un cddigo C con minima distancia d puede:
1. detectart errores sit < d,
corregir t errores si 2t < d,

corregir s borrones si s < d,

e

corregir t errores y s borrones si 2t + s < d.

Sean G la matriz generatriz de un cédigo C, ¢ € C y J un conjunto de indices.
Se denota por G(J) al conjunto de columnas en G correspondientes a J, y
andlogamente ¢(J) al conjunto de componentes de c.

Lema 8 [2] Sean I y J dos conjuntos de indices disjuntos y c1,c2 € C.
Si G(J) es linealmente dependiente de G(I) y c1(I) = co(I) entonces
Cl(J) = CQ(J).

Lema 9 [2] Dados I y J dos conjuntos de indices disjuntos.
Si G(J) es linealmente independiente de G(I) y, fijado ¢1 € C, entonces,

para cada a € ]Flz']l, en {c € C:c(I) = c(I) ye(J) = a} hay exactamente
g (rang (G +rang(G D) patabras.

4.2 Descripcion de esquemas basados en cédigos correctores

Vamos a dar la descripcion de la construcciéon de un esquema para compartir
secretos mediante cédigos correctores de errores. Para ello consideremos que
el conjunto de posibles secretos es K = Fi', m € Ny que C es un cddigo
lineal [n,k,d], k > m, con matriz generatriz G € Myy,,. Esta matriz se hace
publica y se asocian sus columnas, segun ciertos conjuntos de indices a los
distintos participantes en el esquema, incluido el gestor, pudiéndose asociar
varias columnas a cada participante e, incluso, una misma columna a varios
participantes, pero con la consideracién de que las columnas asociadas al
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gestor deben ser dependientes del conjunto de columnas de cada una de las
agrupaciones autorizadas pero independientes del conjunto de columnas de cada
una de las agrupaciones no autorizadas.

Denotaremos por J; y Jp los conjuntos de indices que se asocian a cada
participante P; y al gestor, respectivamente. Y, para cada A € 27, denotaremos
por J4 = U J;.

PicA
La descripcién del esquema es la siguiente:

e Se considera un secreto K con m coordenadas y lo ampliamos hasta
obtener un vector (K, a) de longitud k.

e Se codifica el vector (K, a) obteniéndose una palabra

(K,a)G =c=(c1,c2,...,¢n) €C

e Se reparten las componentes del vector ¢ entre los distintos participantes,
dando a cada P; las componentes correspondientes al conjunto de
indices J; que tiene asociado. En particular, se asignan al gestor las
de Jp que, generalmente, son las primeras m componentes, es decir, las
correspondientes a K.

e Para recuperar el secreto, una agrupacién autorizada A deberd construir
el codigo cuya matriz generatriz viene dada por las columnas
correspondientes a Jp U J4 y descodificar la palabra construida con las
componentes que ellos tienen asignadas, considerandose las componentes
que desconocen, es decir las de Jp, como un error de tipo borrén que debe
corregir el codigo.

Asi pues, deberemos encontrar un cédigo que verifique que los cédigos que
construyan las agrupaciones autorizadas tengan una capacidad de correccién
suficiente para recuperar el secreto pero de manera que las agrupaciones no
autorizadas, con el c6digo que construyan, no puedan saber nada acerca de él.

En ([2]) se describen dos algoritmos para la construccién de matrices
generatrices y de control de cddigos lineales que realizan una estructura de
acceso dada verificando las condiciones anteriores. Ademaés, con los cédigos
construidos mediante estos algoritmos se consigue un esquema 6éptimo en el
sentido de la tasa de informacion.

5 Conclusiones

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, existe un gran abanico de
estructuras matemaéticas que pueden ser aplicadas para la resolucién del
problema del Reparto de Secretos, tanto para la construccién de esquemas como
para el estudio de su tasa de informacién.

Pero el problema del reparto de secretos ha ido evolucionando en el
sentido de que se han ido introduciendo nuevos condicionantes por necesidades
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de sus propias aplicaciones. Baste poner como ejemplo el caso en el que
entre los participantes puedan existir algunos que traten de enganar a los
restantes componentes de una agrupacién autorizada, mintiendo acerca de sus
participaciones para conocer de manera fraudulenta el secreto [19]; o el problema
del reparto democratico de secretos en el cudl se construye un esquema sin la
necesidad de la intervencién de un gestor sino que los gestores del esquema
son los propios participantes, [7] é [8]. Esta evolucién ha hecho que se vayan
ampliando las posibles herramientas de aplicaciéon para la resolucién de tales
problemas.
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EDITORIAL

Estimados socios:

En el presente Boletin se dedica una seccién especial en homenaje a la
memoria del Prof. Jacques Louis Lions, fallecido en junio de 2001 . Cinco
destacados matematicos espanoles, E. Casas, A. Bermudez, J. 1. Diaz, E.
Ferndndez Cara y E. Zuazua, entre los muchos que, directa o indirectamente,
han estado relacionados con el Prof. Lions han elaborado sendos escritos en
los que destacan algunos aspectos, cientificos y humanos, que conocieron de
primera mano. Estos articulos aparecerdn también en la Gaceta Matematica de
la RSME.

Por otra parte, anunciamos la incorporacién de dos secciones: una nueva,
Matematicas e Industria, y otra sobre Educacién Matemdtica, que ya se venia
desarrollando en boletines anteriores:

e Matematicas e Industria. En esta nueva seccién, que inauguraremos
préximamente, se pretenden mostrar proyectos de Investigacién,
Desarrollo e Innovacién (I4+D+I), o experiencias de colaboracién con
empresas en las que las matematicas sean parte importante. El objetivo
es dar a conocer la actividad de instituciones o grupos de investigacion
dedicados a aplicaciones industriales de la matemaética asi como difundir
opiniones de responsables empresariales o centros tecnolégicos sobre la
necesidad de la matematica aplicada. También se desea recoger datos de
los recién licenciados en matemaéticas, especialmente en lo relativo al tipo
de actividad profesional que desarrollan. El responsable de esta seccién es
el Prof. Mikel Lezaun, de la Universidad del Pais Vasco, a quien se deben
dirigir las respectivas colaboraciones.

¢ Educacién Matematica. Esta seccién es continuacién de la coordinada,
en una etapa anterior, por las profesoras Soledad Rodriguez y Alicia
Delibes, a quien agradecemos sinceramente su labor. En ella se publicaran
articulos relacionados con la docencia de las Matematicas en cualquier
nivel, sea de Ensenanza Secundaria o Universitaria. Creemos que la
situacién actual, en la que se estan produciendo cambios importantes,
sobre todo en la Secundaria, con la implantacién de nuevos contenidos
minimos, Ley de Calidad, etc., hace que esta seccion tenga especial
relevancia, por cuanto, de una manera o de otra, nos afecta a todos.
El encargado de esta seccién serd, a partir de ahora, el Prof. Roberto
Rodriguez del Rio, de la Universidad Complutense de Madrid, a quien se
pueden dirigir colaboraciones y sugerencias. Retomamos esta secciéon con
un articulo de Isabel Fernandez y José M. Pacheco.

Reiteramos nuestra solicitud de colaboracién a todos los socios, en las
distintas secciones de Boletin, y cualquier sugerencia que mejore el mismo.

Grupo Editor



Algunos recuerdos de Jacques-Louis Lions

A. BERMUDEZ DE CASTRO

Departamento de Matematica Aplicada

Universidad de Santiago de Compostela
15782 Santiago de Compostela

mabermudQusc.es

No es, ni mucho menos, el objetivo de estas breves lineas glosar la trayectoria
cientifica del profesor Lions. Personas maés autorizadas que yo lo han hecho
en diversos foros a lo largo de los tdltimos meses y entiendo, por el contrario,
que el encargo que amablemente se me ha hecho desde SEMA se refiere sobre
todo a la relacién del profesor Lions con grupos de investigadores de la antigua
Universidad de Santiago, hoy dividida en tres tras la creacién de las de A Coruna
y Vigo. Por ello me voy a limitar esencialmente a evocar algunos recuerdos de
sus viajes a Compostela.

Tuve la suerte de conocer a Jacques-Louis Lions a través del profesor
Antonio Valle. Corria el ano 1972 cuando Valle, que dirigia el departamento
de anélisis matemdtico en Santiago, me propuso irme al IRIA (Institut de
Recherche en Informatique et Automatique), hoy INRIA, para preparar la
tesis doctoral. Por aquel entonces Lions dirigia el laboratorio de investigacion
del prestigioso centro francés, conocido bajo las siglas LABORIA. A él me
incorporé a comienzos del curso 1972-73, concretamente en el proyecto que
sobre control éptimo de sistemas distribuidos encabezaba Jean-Pierre Yvon, hoy
profesor en la Universidad de Tecnologia de Compiegne. Mi trabajo consisti6 en
el estudio de algunos problemas relacionados con el control por feedback a priori
de ecuaciones en derivadas parciales, que habian sido planteados por Lions, y
de los que hablaria al ano siguiente en su conferencia plenaria de las Jornadas
Hispano-Lusas de Matematicas, celebradas en la Universidad de Sevilla.

Aquella estancia fue el inicio de una colaboracién de nuestro incipiente
grupo de investigacién con el INRIA, que a lo largo de los anos iba a
marcar definitivamente la actividad cientifica del actual departamento de
Matematica Aplicada de la Universidad de Santiago. A la relacion inicial con los
investigadores del proyecto de Yvon siguieron visitas e intercambios con otros
proyectos del INRIA y del “Laboratoire d’Analyse Numérique”de la Universidad
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de Paris VI. Estas colaboraciones impulsaron con el paso del tiempo la creacion
en la Universidad de Santiago de un grupo de investigacién en simulacién
numérica y control de procesos regidos por ecuaciones en derivadas parciales.
Lions seguia de cerca nuestras actividades y valoraba de modo especial las
relaciones que manteniamos con la industria. Ademds, de vez en cuando nos
proponia algin problema o nos apoyaba ante el Consejero Cientifico de la
Embajada de Francia, nuestra tnica via de financiaciéon durante los primeros
anos.

El profesor Lions visité por primera vez el entonces llamado departamento
de Ecuaciones Funcionales en 1981. De aquella estancia recuerdo la admiracién
que le habia causado el verde de nuestra tierra y la luz otonal sobre el piedra
mojada de la plaza del Obradoiro; especialmente a su esposa, muy aficionada a
la pintura, arte que ella misma cultivaba. También conservo en la memoria
una anécdota que revela muy bien la cordialidad y la sencillez de Lions.
Resulta que habiamos organizado una conferencia en el aula magna de la
antigua Facultad de Ciencias y, temerosos de que la asistencia de publico fuese
demasiado reducida, anunciamos el acontecimiento en algunos de los cursos de
la licenciatura de matematicas por si algin alumno, sobre todo de los tltimos
cursos, se animaba a asistir. No sé muy bien por qué (en aquella época no se
obtenian créditos de libre eleccién por asistir a conferencias) la presencia de
estudiantes fue masiva, con la consiguiente sorpresa de todos, incluido Lions.
Este entendié inmediatamente que la conferencia que habia preparado no era
para aquel auditorio y la adapté sobre la marcha con toda naturalidad. Recuerdo
por ejemplo que incluyé la definicién de diferencial de un funcional definido en
un espacio de Hilbert, relaciondndola con las derivadas parciales de funciones de
variables reales. No sospechaba que, por aquel entonces, los alumnos del segundo
ano de nuestra Facultad estudiaban la diferenciacién en espacios normados . ..

Lions volvié a Santiago en 1987, con ocasién de un congreso de la IFIP
(International Federation for Information Processing) sobre control de sistemas
distribuidos, en el que pronuncié la conferencia inaugural.

Poco anos mas tarde, en 1989, fue nombrado Doctor Honoris Causa por la
Universidad de Santiago. Tuve el honor de actuar de padrino en una ceremonia
que, aunque sometida al rigor de un antiguo ritual, resulté muy emotiva.
Viniendo de un pais como Francia, donde las ceremonias universitarias apenas
existen y los trajes académicos han desaparecido, Lions aceptaba con respeto,
y al mismo tiempo con sentido del humor, toda la parafernalia propia de la
investidura, incluidas las frases en latin.

Desgraciadamente ésta fue su ultima visita a Santiago. El ano 2000
organizamos una conferencia internacional sobre “Mathematical and Numerical
Aspects of Wave Propagation” y le invitamos a pronunciar la conferencia
inaugural. Nos respondié inmediatamente con un fax de esos que el mismo
escribia a mano, tan escuetos como cordiales, dicendo algo asi como: “...en
Santiago, el ano 2000 y en el mes de julio ... acepto con gusto !”

Sin embargo no pudo venir. Por una desafortunada coincidencia que no
fuimos capaces de evitar, nuestro congreso coincidié con el de la Sociedad
Europea de Matematicas en Barcelona. Ademds de este importante evento,
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Lions tenia aquella misma semana otros compromisos ineludibles, derivados
de su protagonismo en el impulso del Ao Mundial de las Matematicas que le
impidieron viajar a Santiago.

Quisiera terminar estas breves lineas dejando constancia de la gratitud
que yo mismo, y muchos colegas de las universidades gallegas, sentimos hacia
el profesor Lions por el impulso y la ayuda que, junto con varios de sus
colaboradores, nos han prestado al desarrollo de nuestro grupo. Los que hemos
tenido la suerte de aprender de él, a través de sus libros, sus conferencias, sus
CONSEjos 0 a veces sus encargos, nos sentimos un poco huérfanos tras su muerte a
la que nos resulta dificil acostumbrarnos. En el recuerdo conservaremos siempre
su magisterio, pero también su cordialidad, su simpatia y su atinado sentido de
la realidad, tan escaso a veces entre los grandes cientificos, que le permitié ser
también un excelente gestor de grandes instituciones y organismos, y un creador
e impulsor de grupos de investigaciéon en todo el mundo.



Jacques-Louis Lions

E. Casas

Departamento de Matematica y Ciencias de la Computacion

Universidad de Cantabria
39005 Santander

casas@macc.unican.es

Transcurrido casi un ano desde el fallecimiento del Profesor Jacques-Louis
Lions y animado por algunas personas, me he decidido a escribir unas breves
lineas en su recuerdo, desde la perspectiva de mi relacién personal con él y su
influencia en mi actividad investigadora.

Mis primeras noticias sobre el Profesor Lions se producen cuando,
terminados mis estudios de la Licenciatura en Matemadticas, comienzo a
estudiar ecuaciones en derivadas parciales. Entonces descubro que la cita
Jacques-Louis Lions y Enrico Magenes ( “Problémes aux limites non homogénes
et applications”, 3 vols., Dunod 1968-70) era punto de referencia obligado
de los textos y articulos de la época. Este nombre me vuelve a aparecer
cuando inicio el estudio de los problemas no lineales (“Quelques méthodes
de résolution de problémes aux limites non linéaires”, Dunod 1969) o en el
estudio de las inecuaciones variacionales ( “Les inéquations en méchanique et en
phisyque’, Dunod 1972, en colaboracién con G. Duvaut; “Analyse numérique
des inéquations variationelles’, 2 vols., Dunod 1976, en colaboracién con R.
Glowinski y R. Trémolieres). Finalmente, al iniciar mi tesis doctoral sobre
problemas de control me veo envuelto de forma irremediable en la lectura
de su libro “Contréle optimal des systémes gouvernés par des equations aux
derivées partielles”, Dunod 1968, la referencia obligada, que ha marcado toda
una época en la Teoria de Control de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Tras
este libro vendrian otros muchos libros y articulos sobre problemas de control de
ecuaciones en derivadas parciales, abordando los sistemas lineales y no lineales,
el desarrollo asintético de las soluciones, etc. Una gran parte del trabajo de
investigacion del Profesor Lions se dedic al estudio de la Teoria de Control de
Sistemas Distribuidos, lo que ha influido enormemente en la investigacion en este
tema en todo el mundo. Su primer libro de control fue la base y el fundamento
de los desarrollos ulteriores, al menos en lo referente al estudio de problemas
de control 6ptimo. Por supuesto, se ha avanzado mucho en este terreno desde
entonces, pero él abrié el camino y dio los primeros pasos que hemos seguido
todos los que hemos trabajado en este area de la matemaética.
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He descrito como fue mi primer encuentro con la obra matematica de Lions,
pero ; céomo fue el encuentro con la persona ? En el primer instante que yo
crei que tenia algo que contar sobre teoria de control, pensé en redactar una
nota para Comptes Rendus de la Acad. de Sciences de Paris y envidrsela a la
persona que mas habia influido en mi trabajo. Fui muy gratamente sorprendido
por la celeridad con la que una persona tan ocupada respondié y acepté mi
articulo. Animado por el éxito, me decidi a escribir un segundo articulo y
enviarselo de nuevo para su publicacién en una revista diferente. Esta vez la
respuesta no llegaba. Entre tanto yo habia presentado mi tesis doctoral y me
desplacé al INRIA para realizar una estancia de dos meses. En aquella época
Jacques-Louis Lions era Presidente del INRIA e impartia su famoso curso en el
College de France. Yo no podia perder la ocasién de conocerle y asisti a algunas
de las sesiones. Quedé impresionado por la elegancia de sus exposiciones, su
cordialidad, su capacidad para atender a todas las personas que acudiamos a
él. Cuando venci mi timidez y me atrevi a preguntarle por aquel articulo del
que yo no habia recibido todavia respuesta, su contestacién fue tan clara como
demoledora. Aunque no recuerdo exactamente sus palabras, si quedé muy claro
su mensaje: | aquel articulo estaba muy mal escrito !. La persona a quien yo més
admiraba como matematico, todo un modelo para mi, me acababa de decir que
mi articulo estaba mal escrito. Esto era como para hundirse y desaparecer de su
seminario, sin embargo él supo decirmelo de forma nada hiriente, de manera que
yo no me desmoralicé, sino que me esforcé en aprender como se debia escribir
un articulo e intentar no volver a vivir una experiencia similar. Posteriormente,
reescribiria el articulo y apareceria en la revista que yo habia pretendido en su
primer momento. Pero alli, en ese momento, descubri una faceta del Profesor
Lions, su claridad a la hora de decir las cosas, pero también el respeto hacia su
interlocutor, no importa que fuera un principiante que tenia muchas cosas por
aprender. Siempre me parecié una persona con educacion exquisita. Pasados los
anos me honré con su amistad y aceptd la invitacién que le cursé para asistir
al encuentro internacional sobre Control de Ecuaciones en Derivadas Parciales
que organizamos en Laredo, en 1994. Pero en aquel congreso, sentado frente a él
en la cena de clausura, yo pensaba que habia comenzado conociendo a un gran
matematico y habia terminado por descubrir a un gran hombre.



El legado de Jacques-Louis Lions (1928-2001) a través
de sus libros: mi limitada vision

J. 1. Diaz

Departamento de Matematica Aplicada

Universidad Complutense
28040 Madrid

jidiaz@sunma4.mat.ucm.es

El 17 de mayo de 2001 fallecia en Paris uno de los matematicos mas distinguidos
del siglo XX: Jacques-Louis Lions.

El legado de Jacques-Louis Lions va mucho mas alld de sus 20 libros y
casi 600 publicaciones'. Su intuicién excepcional y una capacidad de trabajo
fuera de lo normal le llevaron a abrir nuevos campos de desarrollo para la
matematica cultivados después por numerosos especialistas. Fundador de lo
que se podria denominar como Matemaéatica Aplicada francesa, su obra ha
dejado también una enorme huella en otros muchos paises y en especial en
el nuestro. Su activa participacién como formador de doctores espaifioles? (lista
que comenzaria en los sesenta con Antonio Valle Sdnchez y se extenderia més
tarde a J.A. Ferndandez Vina, J. L. Andrés Yebra, C. Ferndndez Pérez y M. Lobo
Hidalgo)? fue reconocida con su nombramiento como Doctor Honoris Causa por
las universidades Complutense, Politécnica de Madrid, Santiago de Compostela
y Mélaga, y como miembro extranjero de la Real Academia de Ciencias.

Desde la triste fecha de su desaparicién han sido muchos los obituarios
dedicados a su figura (véase por ejemplo Temam [113], Magenes [107], Ciarlet
[11], el dedicado por la AMS a cargo de Lax, Magenes y Temam [42], las notas

11La gran actividad mantenida hasta unos meses antes de que le venciera la enfermedad
explica que puedan existir trabajos suyos atin en tramites de publicacién.

2Su primera visita a Espafia data de 1963. Su viaje, financiado por la Embajada de
Francia, consistié en tres etapas (Barcelona, Zaragoza y Madrid) en las que impartié una
serie de conferencias de las que existen unas notas escritas ([57]). Fue con ocasién de ese viaje
cuando entablé gran amistad con Alberto Dou, quien desde entonces favorecié, de manera
providencial, los contactos con él y su escuela.

3No siempre figuraria oficialmente como su director y, de hecho, su labor de formacién se
extendié a muchos otros “jovenes” matemadticos espanoles.
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aparecidas en nuestro pafs, Valle [115], Dfaz [18], y los Temoignages* vertidos en
el nimero 55, de octubre de 2001, de la revista Matapli de la sociedad francesa
SMAI. Seguramente, muchos otros estdn por aparecer. A parte de pequenos
workshops que colateralmente recuerdan su obra, un gran coloquio en su honor
ha sido organizado a celebrar en Parfs, del 1 al 5 de julio de este afio®. Pese a la
magnitud de ese evento estoy seguro que no serd el ultimo que se organice con
esa finalidad.

Cuando los directores de esta revista tuvieron la gentileza de invitarme a
escribir una notas sobre el profesor Lions me sugirieron abordar prioritariamente
una descripcién de su obra cientifica, dada la avalancha de testimonios de otro
tipo que se iba a producir en los que sus responsabilidades en grandes centros e
instituciones (INRIA, CNES, UMI, Académie des Sciences, del afio mundial de
las Matematicas, etc.) serfan objeto de consideracidn.

Entre otras opciones posibles, me decanté por utilizar la cronologia de sus
libros como jalones indicativos de tan abrumador empeno, con la intencién
de ilustrar, aunque sélo fuese de manera sucinta, su inmensa obra®. Pero esta
perspectiva no podra dejar de ser limitada en varios sentidos. En primer lugar,
dificilmente puede dejar de ser limitado un articulo de este estilo cuando existe
tal diferencia de talla cientifica entre quien lo escribe y el homenajeado. Pero
ademads, el articulo aparece también limitado pues se trata de una glosa en
alguna manera inacabada: lo comencé antes del verano del ano pasado y lo
cierro ahora, en enero de 2002, siguiendo la sugerencia de los directores de la
revista de no aplazar su apariciéon por mas tiempo. Cada vez que lo releia anadia
nuevos comentarios y referencias y otros muchos que me venian a la cabeza
quedaban sin plasmar. Temia que esto se pudiese alargar eternamente, por lo
que tomé como buena la sugerencia de los directores. Finalmente, no quisiera
dejar de senalar que la redaccién de estas lineas estd en deuda con numerosos
amigos y colegas que leyeron y enriquecieron el manuscrito.

1 De su tesis doctoral a su primer libro: problemas de
contorno lineales

Jacques-Louis Lions nacié en Grasse, un bello pueblo cercano a Niza. Su padre
fue alcalde de dicha localidad durante casi treinta anos. Su mujer, Andrée, que
le ha sobrevivido, también es oriunda de alli. Los Lions disfrutaban pasando las
vacaciones en su localidad natal, alternando con otras estancias en la montana.
La luminosidad y peculiaridades del sur de Francia seguramente impregnaron

4Debidos a J. P. Aubin, A. Bensoussan, J. Cea, J.-P. Dias, J.I. Dfaz, E. Magenes, J.
Periaux, O. Pironneau, J. P. Puel, P.-A. Raviart, E. Rofman, R. Temam, A. Theis, G. Tronel
y E. Zuazua.

5Informacién detallada sobre el coloquio y sobre otros testimonios aparecidos sobre
Jacques-Louis Lions pueden encontrarse en la pagina http://acm.emath.fr/congres-jllions

6J.-L. Lions solia facilitar Ginicamente la lista de sus libros junto a una breve descripcién
de los detalles de su perfil académico y un breve listado de sus distinciones méas sobresalientes
cuando le requerian su curriculum por motivos oficiales. De alguna manera, otorgaba a sus
libros carta de representatividad de su dilatada obra cientifica.
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el cardcter abierto y optimista de Lions”, quien hacfa gala, en sobremesas
distendidas, del privilegio de ser mediterraneo. Por deseo suyo, sus restos
reposan en Grasse.

Su periodo de formacién universitaria le llevaria a Paris, donde ingresaria y
permaneceria, de 1947 a 1950, en la Ecole Normale Supérieur, una institucién
creada en tiempos de Napoledén que acoge a los alumnos mas brillantes de cada
promocién tras unas pruebas de seleccién de gran dificultad. Su primer puesto
de trabajo fue como investigador, sin docencia, en el CNRS, trabajando bajo
la direccién de Laurent Schwartz, quien habia recibido la medalla Fields, en
1950, por su teoria de las distribuciones. El tema de tesis de Lions, asi como
el de otros alumnos de Schwartz, Bernard Malgrange y Francois Treves, era el
desarrollo de la aplicabilidad de la teoria de las distribuciones a los problemas
de contorno, tema que el propio Schwartz apenas abordaria a lo largo de su
dilatada obra®.

En junio de 1955 y tras una serie de notas en las Comptes Rendus de
la Académie des Sciences de Parfs?, Lions defendia su tesis ([49]), en Parfs,
en la que sistematizaba la aplicaciéon de la teoria de las distribuciones a los
problemas lineales de contorno. Eran los inicios de una manera de abordar
esos problemas de ecuaciones en derivadas parciales mediante la aplicacién de
resultados abstractos del Anélisis Funcional en espacios de Banach y del que
el famoso Lema de Laz-Milgram ([43]) es un excelente ejemplo para el caso de
ecuaciones elipticas. Lions pronto amplio el espectro de problemas considerado
en su tesis, abordando numerosos problemas diferentes como, por ejemplo, el
dificil caso de las condiciones de contorno de tipo oblicuo ([50]) o el de los
problemas lineales de evolucién (tanto parabdlicos como hiperbdlicos) para los
que obtuvo un resultado abstracto semejante al de Lax-Milgram y que hoy dia
es denominado como Teorema de Lions en los textos de Andlisis Funcional y de
Ecuaciones en Derivadas Parciales (véase, por ejemplo, el texto de Brezis [10]).
La sistematizacién de esas contribuciones le conduciria a su primer libro ([55])
que publicaria en 1961 aludiendo a las ecuaciones diferenciales operacionales
por referirse a ecuaciones abstractas, u'(t) + Au(t) = f(t), sobre espacios de
Banach en los que “los coeficientes” dependientes de la solucién u(t) vienen
dados por un operador no acotado Au(t).

"En lo que sigue me referiré a Jacques-Louis Lions meramente por su apellido, especificando
su nombre dnicamente en caso de posible confusién con su hijo Pierre-Louis.

8Lions y Schwartz escribieron un tnico articulo en colaboracién (Lions y Schwartz [92]),
de interés marginal para el conjunto de sus obras cientificas. En mi opinién, y como se puede
deducir de la descripcién de sus inquietudes en su autobiograffa (véase Schwartz [110]) el
interés de Schwartz por las aplicaciones fue mucho mas tenue. Pese a esta obvia diferencia,
Lions mantenia un gran aprecio y guardaba un recuerdo constante de sus anos bajo la direccién
de Schwartz. En una ocasién me comenté que preparando las palabras de agradecimiento ante
la recepcién de la Legién de Honor (en grado de Commandeur) que le entregaria Miterrand
unos dias més tarde, en 1993, todavia le venia a la cabeza la figura de Schwartz diciéndole
que su discurso se podia refinar atin més.

9Fsta serfa una revista muy apreciada por él a lo largo del resto de su vida cientifica. En
ella presentaria, de manera sistemdtica, las primeras versiones de sus contribuciones. Lions
contribuyd, de manera crucial, a la buena salud que hoy goza tal revista, potenciando la
publicacién en ella entre sus discipulos, colaboradores y otros autores.
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2 Actividad en frentes simultaneos: cuasi-reversibilidad

La actividad de Lions dejard pronto huellas de un interés desplegado en diferen-
tes lineas de investigacion. Asi, en breve sus trabajos tratarian sobre un tema
distinto al de su tesis: el estudio de los soportes para productos de composicién
y la transformada de Laplace ( [47], [48]). En el mismo periodo de elaboracién
de lo que seria su primer libro también habia abordado temas muy diversos
tales como el estudio de los espacios de Beppo Levi (junto a J. Deny, [16]),
los espacios definidos por una integral de Dirichlet (en colaboracién con L.
Hormander [38]), la transmutacién de operadores diferenciales en el campo
complejo (con J. Delsarte [15]). También habia comenzado la consideracién de
temas que, mas tarde, serian objeto de sendos libros: los problemas no lineales
([52]) v la interpolacién de espacios!® y sus aplicaciones ([53]).

En 1967 Lions publicaba su segundo libro (en colaboracién con Lattes [41]),
que traducirfa al inglés'! el mismisimo R. Bellman. Trataba de un tema distinto
a los anteriores: el estudio de las condiciones bajo las cuales un problema
en ecuaciones en derivadas parciales estd “bien puesto” (en el sentido de J.
Hadamard) y cudndo es posible vulnerar esas condiciones generales para “hacer
reversible” lo que usualmente no lo es. A diferencia de otras ocasiones, la
colaboracién con R. Lattes no tenia mas antecedente que un pequeno trabajo
conjunto ([40]).

3 Periodo de actividad magica: problemas no ho-
mogéneos, control y problemas no lineales

En el periodo en que redactaba esos dos libros, Lions desplegd una actividad
investigadora que le llevaria a publicar tres libros en 1968, seguidos de otros dos
muy cercanos en el tiempo; uno en 1969 y otro en 1970.

Tres de los libros antes mencionados se refieren a la obra en colaboracion
con Enrico Magenes'? ([84]) desarrollada con una larga serie de articulos que
se iniciaba en 1960. En este caso, el objetivo que los autores abordaban era
los problemas de contorno no homogéneos. En la préctica, las ecuaciones en
derivadas parciales y/o las condiciones de contorno no son homogéneas sino que
vienen igualadas a unas funciones independientes de la incégnita del problema
(ya sea escalar o vectorial). Se trataba de caracterizar, con la mayor precisién
posible, los espacios funcionales requeridos para que tales problemas estuviesen

10Esta serfa una de sus aportaciones méis cercanas a lo que se podria denominar
“matematica pura”: partiendo de una funcién perteneciente a dos espacios vectoriales
topoldgicos distintos, se trata de caracterizar los muchos otros espacios en los que esa funcién
queda automaticamente inmersa.

11Un aspecto permanente en cada uno de los libros de Lions, sobre el que no volveré a
incidir, es su traduccién a otros idiomas, entre los cuales el inglés y el ruso son fijos y a veces
incluyen el japonés y el chino. A Lions le gustaba hacer referencia explicita a los nombres de
los traductores.

12Magenes se convertirfa en uno de sus mejores amigos. Serfa quien pronunciase unas
palabras de reconocimiento en los dos homenajes celebrados en Paris con motivo del 60 y
70 aniversarios de Lions.
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bien planteados. Era necesario ir mas alla de los espacios de Sobolev de indices
naturales (introducidos por L. A. Sobolev a finales de los afios treinta) y recurrir
a datos en espacios de Sobolev de indices negativos y fraccionarios de manera que
las “energias asociadas” a las soluciones estuviesen bien definidas. Las soluciones
de los problemas de contorno no tienen por qué ser funciones continuas, aunque
siempre son integrables en el sentido de Lebesgue y la correcta interpretacion
de su traza, o restriccién, sobre un conjunto de medida nula (como es el
borde del abierto sobre el que se plantea la ecuacién en derivadas parciales)
requiere un andlisis fino. En realidad, en el periodo entre 1957 y 1968, Lions
estaba desarrollando en paralelo la teoria de la interpolacion entre espacios de
Hilbert, o de Banach, cuyas aplicaciones al caso de los espacios de Sobolev
suministraban la materia prima de su extensa y sistematica obra con Magenes.
Parece que Lions comenzd a interesarse por estos temas a raiz de una estancia
posdoctoral de un afio en la Universidad de Kansas con Nachman Aronszajn.
Lions comenzé aplicando métodos de la teoria de funciones de variable compleja
(al igual que lo harfa A. Calderén). Més tarde (bien mediante contribuciones
suyas o en colaboracién con C. Foias [30] y en especial con J. Peetre [85])
desarrollé nuevos métodos, esta vez de funciones de variable real.

Otro de los libros antes aludidos, en lo que muy bien se podria denominar
como “periodo de actividad mégica” de Lions, se refiere a un campo distinto a
los anteriores que pasarfa a ser su campo principal de actividad'®: la Teoria
de Control. El acercamiento de Lions hacia ese tema vino precedido de un
trabajo de 1965, en colaboracién con Guido Stampacchia ( [93], [94]), sobre
inecuaciones variacionales, tema muy cercano al Célculo de Variaciones al
que me referiré mas adelante. Es a partir de 1966 cuando Lions se plantea
dar respuesta a una pregunta tan general y ambiciosa como ésta: ;jes posible
“controlar” los sistemas regidos por ecuaciones en derivadas parciales? Las
herramientas de la Teoria de Control asequibles en ese momento eran el principio
del mdzimo de Pontryaguin, el de la programacion dindmica de Bellman y la
teoria del filtro de R. Kalman'*: todas ellas introducidas para sistemas finito-
dimensionales dados por ecuaciones diferenciales ordinarias. El impulso decisivo
para su extensién a sistemas infinito-dimensionales, regidos por ecuaciones en
derivadas parciales, fue dado por Lions en una serie de tres notas en 1966 (
[59])15 a las que sigui6 su libro ([60]) que no ha cesado de ser objeto obligado de
referencia por haber marcado “un antes y un después” en esa teorfa, abriendo
un fértil campo de investigacion.

El dltimo libro, que culmina el “periodo de actividad magica” de Lions es el
dedicado a problemas no lineales aparecido en 1969 ([61]). Tras las breves notas,
de 1958, dedicadas a problemas cuasilineales ([52]), Lions se ocupd, en 1959, del

13L,a cétedra del College de France que ocuparia Lions desde 1973 hasta su jubilacién, en
1998, llevaba como titulo el de Analyse Mathématique des Systémes et de leur Contréle.

147 jons me comenté en varias ocasiones su profunda admiracién por el resultado de Kalman
que, en particular, hacifa posible el control “en tiempo real” de las trayectorias de las naves
espaciales tras fluctuaciones imprevistas.

15Un testigo excepcional de aquel momento crucial para la teorfa de control para EDPs fue
Antonio Valle. Lions cité, durante bastante tiempo, los resultados obtenidos bajo su direccién
(Valle [114]).



18 J. 1. Diaz

sistema de ecuaciones de Navier-Stokes que modela la dindmica de los fluidos
incompresibles. Pese a las profundas contribuciones sobre tan fundamental
sistema, que parten ya de la obra de L. Euler, este complicado problema no
lineal no habia recibido un tratamiento matematico general hasta la aparicion
de los resultados de Jean Leray en una serie de trabajos de comienzos de los
anos treinta (véase, por ejemplo, [44]). La existencia de soluciones globales en el
tiempo, para el caso tridimensional y bajo adecuadas hipétesis, fue obtenida en
1950 por E. Hopf. En su nota ([54]) Lions simplificé y extendié el resultado
de Hopf, abordando la cuestién de la unicidad de soluciones, para el caso
bidimensional'® en colaboracién con G. Prodi'” ([87]). De esta manera, sus
contribuciones junto a las de O.A. Ladyzhenskaya y J. Serrin, daban cuerpo
a la forma usual en la que se presenta ahora el tratamiento matematico
de la dindmica de fluidos incompresibles (véase, por ejemplo Temam, [112]).
Su afamado libro de problemas no lineales fue la fuente en la que muchos
autores, entre los que me cuento, iniciaron sus pasos. El texto, abarcaba
una gama enormemente variada de problemas no lineales, presentados de una
manera altamente original y pedagdgica; no tanto en atencién al problema
particular considerado sino organizado en diferentes capitulos segiin los métodos
empleados. Lions recogia en él tanto sus resultados sobre ecuaciones de evolucién
no li-neales (obtenidos con W. A. Strauss [95]) como los obtenidos con su
admirado J. Leray '® ([45]), sobre ecuaciones elipticas cuasilineales motivadas
por el Célculo de Variaciones, provenientes en ciertos casos particulares, como
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a puntos estacionarios de adecuados
funcionales.

Un capitulo de lectura obligada durante muchos anos fue el dedicado al
método de monotonfa. Los resultados abstractos de la teorfa lineal (como el
Lema de Laz-Milgram o los de su tesis) ahora requerfan la nocién de operador
mondtono ya sea de un espacio de Hilbert en su dual o bien en si mismo'®. El

16E] problema de la unicidad de soluciones globales y el estudio de posibles singularidades
para datos iniciales generales es uno de los siete problemas abiertos que la Fundacién Clay
distinguié en el 2000 dotando su resolucién con un millén de dolares.

"Hermano de Romano Prodi, ex-Primer Ministro del gobierno italiano y actual presidente
de la Unién Europea.

18Lions dejé muchas trazas de su gran admiracién por la obra de Leray, encumbrado al
Collége de France anteriormente a él. Recuerdo que una noche de mayo de 1998, cenando con
él y su esposa, Andrée, en el restaurante “Le coupe chou”, cercano al College y al que acudia
con asiduidad con sus invitados, nos rogé que le dispensdsemos pues Leray le habia pedido
que le telefoneara a las nueve en punto para terminar una conversacién iniciada en la manana.
Lions tenia entonces 71 anos y Leray 93. En aquella cena me conté detalles sobre como Leray
habia rehecho, sin saberlo, resultados previos sofisticados a la hora de culminar su articulo en
comun.

19E] lector no ha leido mal: pese a que el teorema de Riesz permite identificar el dual de un
espacio de Hilbert a si mismo, tal identificacién no puede ser aplicada cuando se manejan a la
vez dos espacios distintos (aunque uno tenga inclusién continua y densa en el otro V C H).
En ese caso se alcanza lo que Lions, jocosamente, llamaba “trinidad” V € H = H' C V'.
Con gran frecuencia el espacio H viene dado por L?(f2), donde Q es un abierto acotado de
RY. El espacio V suele corresponder a un espacio de Sobolev que incluye las condiciones
de contorno (por ejemplo, V = Hé (©2) para problemas de segundo orden y condiciones de
Dirichlet homogéneas).
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segundo de los casos es requerido a la hora de extender el Teorema de Hille-
Yosida de generacion de semigrupos de contracciones al caso de operadores
no lineales. Lions ya se habia ocupado tempranamente, en 1957 ([51]), de este
bello teorema enlazando las ecuaciones diferenciales en espacios de Hilbert (de
dimensién infinita en las aplicaciones a ecuaciones en derivadas parciales) y el
Anélisis Funcional. La nocién de monotonia aparecia también ligada al Calculo
de Variaciones pues la derivada Gateauz de un funcional (que igualada a cero
expresa las ecuaciones de Euler-Lagrange) es un operador monétono, supuesto
que el funcional sea convexo (propiedad satisfecha en numerosas aplicaciones
relevantes). La teoria de operadores mondtonos estaba siendo desarrollada, en
paralelo, por muchos otros autores, tales como Eduardo Zarantonello, George
Minty y, especialmente, Felix Browder. Una de las aportaciones fundamentales
del trabajo de Leray y Lions [45] fue observar que bastaba que los términos de
mayor orden de la ecuacion en derivadas parciales fuesen mondtonos, aunque
la presencia de términos de orden inferior impidiesen que “todo” el operador
lo fuese. Propusieron una nocién abstracta a ese respecto (operador del Cdlculo
de Variaciones) que mds tarde serfa redondeada con la nocién de operador
pseudo-mondtono por un joven discipulo de Lions en su tesis de tercer ciclo:
Haim Brezis. El libro de Lions extendia unas notas (tomadas por F. Murat)
de su curso de tercer ciclo? en la universidad de Parfs VI?! en 1968/1969 que,
de un caracter excepcionalmente exhaustivo para su tiempo, contenia también

resultados originales suyos o de sus distintos alumnos?2.

4 Modelos: inecuaciones variacionales

Si la obra de Lions, hasta 1969, se puede enmarcar en dos campos tipicos de su
actividad (el Anélisis Matematico y la Teoria de Control), otro de ellos, el de
la construccién de modelos, no seria desarrollado sistemdaticamente hasta que
comenzé su colaboracién con Georges Duvaut en el curso 1969-1970 ([25])23.
Tal colaboracién se plasmé en una serie de mas de una decena de trabajos y
culminaria con el texto [26] en el que se exponia, de manera sistemdtica, la
obtencion de modelos para numerosos problemas de la Mecénica y de la Fisica
dados en términos no ya de ecuaciones sino de inecuaciones, que se pueden
ilustrar, a modo de ejemplos elementales, mediante problemas de la Mecanica
Analitica con ligaduras unilaterales?4. El texto de Duvaut y Lions se centra en la

20Lions tenfa por costumbre cambiar de afio en afio el tema de su curso de postgrado. Desde
su afiliacién en el College de France esto constituia su dnica obligacién docente.

21 Aunque impartido en el Institute Henri Poincaré.

22Lions agradece en el prélogo los comentarios recibidos de sus alumnos C. Bardos, H.
Brezis, P. Raviart, L. Tartar y R. Temam.

23Como ya se ha comentado, Lions se habfa ocupado antes del anslisis matematico de las
ecuaciones de Navier-Stokes pero apenas desde el punto de vista de su obtencién a partir de
los principios fundamentales de la Mecénica de Fluidos.

24No viene mal recordar que si bien la definicién de ligadura unilateral aparece en las
primeras paginas de casi todos los textos de Mecéanica Analitica, con el fin de distinguirla
de la usual, de tipo bilateral, sin embargo, la practica totalidad de los textos se limitan a la
consideracién de estas dltimas (véase, como ejemplo indicativo, las primeras paginas del texto
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consideracién de ese tipo de ligaduras en el contexto de la Mecanica de Medios
Continuos. Los antecedentes se remontan al llamado problema de Signorini en
el que de un cuerpo eldstico s6lo se conoce su imposibilidad de penetrar (aunque
con capacidad de apoyarse) en otro cuerpo rigido. Tras el tratamiento dado por
G. Fichera [29], Guido Stampacchia habfa encontrado en [111] un resultado
abstracto (generalizando el Lema de Lax-Milgram) que permitia mostrar la
existencia de solucién para inecuaciones variacionales de tipo estacionario. La
sistematizacion matematica a casos mas generales y, especialmente, a proble-
mas dindmicos fue fruto de la colaboracién entre Stampacchia y Lions ([93],
[94]). Con su libro, Duvaut y Lions mostraron la universalidad de ese tipo de
formulaciones al hacerlas emerger en contextos insospechados: desde problemas
de climatizacién, flujos de fluidos no-newtonianos (como los polimeros, la lava,
los glaciares, etc.), hasta problemas de antenas formulados en términos de
inecuaciones variacionales asociadas a las ecuaciones de Maxwell.

En dos libros escritos con Alain Bensoussan ([3], [4]), Lions analizaria
las aplicaciones de las inecuaciones variacionales a la teoria de Control
Estocastico y al  Control impulsional. Ambos textos son fruto de una intensa
colaboracién ?® que se inicié en 1972 a raiz de la creacién por Lions del
IRIA (més tarde INRIA). Contienen una gran cantidad de conexiones con
problemas planteados en Economia?S. En el primero de esos libros se ofrece
un tratamiento muy exhaustivo de la posibilidad de obtener expresiones
formalmente explicitas de las soluciones de EDPs (incluso no lineales). En el caso
de las ecuaciones hiperbdlicas de primer orden es bien sabido que su solucién
viene dada explicitamente en términos de las caracteristicas. En el caso de las
ecuaciones parabdlicas o elipticas se tienen férmulas semejantes pero ahora las
caracteristicas deben ser reemplazadas por procesos estocdsticos. Los métodos
probabilisticos aplicados a EDPs son muy adecuados para obtener estimaciones
en L™ frente a las estimaciones en espacios de Sobolev obtenidas por métodos
de energia.

En este libro, Bensoussan y Lions abordan las ecuaciones de Hamilton-Jacobi
y problemas de la teoria de juegos asociados a procesos de control estocastico
denominados de tiempo de parada. Es por esto que, a mi juicio, el libro puede
entenderse como antesala de una buena parte de la obra de Pierre-Louis Lions,
quien anos mds tarde llevaria a cabo un tratamiento mucho maés sistematico y
general de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi (P.L. Lions [104]) que no estén en
forma divergencial para las que introducirfa (junto a Mike Crandall) la crucial

de Goldstein [36]).

25Tal colaboracién se mantuvo viva hasta el final de sus dias. De la gran cercania entre
ambos da buena fe el hecho de que serfa Alain Bensoussan (entre los muchos discipulos de
Lions con una obra excepcional) quien le sucederia (por dos veces) al abanonar la presidencia
del INRIA, primero, y mds tarde del CNES (en ese caso no de forma consecutiva).

26En realidad la colaboracién entre ellos comenzé en torno al Anélisis Numérico. Tal y
como me sefialé Lions, su articulo conjunto con Temam ([7]) de mds de 150 péginas podria
considerarse como un libro. Curiosamente, aunque tal trabajo apenas fue mencionado en su
dfa entre los especialistas (aparecié en las actas de un congreso), en los dltimos afos estd siendo
muy citado (especialmente desde que Lions se ocupase, junto con Pironneau, de los métodos
de descomposicién para el cdlculo paralelo).
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nocién de soluciones de viscosidad *7.

El primero de los libros fruto de la colaboracién entre Lions y Bensoussan
recoge, tempranamente, la construccion de un modelo matematico sofisticado
(dado en términos de inecuaciones variacionales) para problemas provenientes
ahora (a diferencia del libro con Duvaut) de Economia como, por ejemplo,
problemas de opciones mercantiles (alli denominado Probleme de Warrant)
abordado originalmente en Samuelson-Mac Kean ([108]) antes de la explosién de
los modelos matematicos sobre el riesgo en mercados financieros cuyo exponente
més famoso es la conocida ecuacién de Black-Scholes 2%. El interés de Lions
por mode-los provenientes de la Economia se mantendria a lo largo de su vida
(véanse, por ejemplo su trabajos sobre los equilibrios de Pareto ([69]y nuestro
articulo en comun sobre esos temas [23]).

Ese libro contiene también unos resultados sobre estimaciones de localizacién
de fronteras libres (previamente publicado en forma de articulo en [2]) que
abundaba en un resultado pionero de Brezis ([10]). Lions fue uno de los
fundadores del amplio campo de los denominados Free Boundary Problems que
hoy dia cultivan multitud de especialistas. No sélo considerd tempranamente las
inecuaciones variacionales como problemas tipicos que originan fronteras libres
(delimitando las regiones donde se alcanzan las restricciones impuestas). Su
libro sobre problemas no lineales ([61]) dedicaba también una enorme atencién
(inusual para la época) a otros problemas de frontera libre que luego han sido
objeto de atencién pormenorizada y monografias especializadas tales como el
problema de Stefan, la ecuacién de los medios porosos y diversas ecuaciones
para el p-Laplaciano?®.

El segundo libro fruto de la colaboracién con Bensoussan ([4]) fue concebido
como una continuacién de [3]. Los problemas de control considerados se refieren
al caso en el que, entre otras cosas, se ha de decidir en qué instantes y
con qué impulso se actia sobre un sistema complejo. Es el llamado control
impulsional que tiene gran relevancia en las aplicaciones (por ejemplo, en el caso
de las centrales hidrdulicas) y que conducen a una variante de las inecuaciones
variacionales en las que el obsticulo depende de la propia solucién: son las
denominadas inecuaciones cuasivariacionales. Ademas de poseer interesantes
aplicaciones a problemas surgidos de la Economia, anos mas tarde se veria
que tal tipo de modelos son de interés también en ciertos problemas de la
Mecénica de Medios Continuos (véase, por ejemplo, la monografia de Baiocchi y
Capelo [1]). Lions harfa una sucinta presentacién del contenido de sus dos libros

2"Los dos excepecionales matematicos (Jacques-Louis y su hijo Pierre-Louis) apenas se
harian mencién mutua en sus trabajos. Unicamente, a raiz de la incursién de Pierre-Louis en
problemas de la Mecdnica de Fluidos, las citas (especialmente del padre a los dos libros de su
hijo sobre el tema: [106]) se harfan algo mds frecuentes, aunque, en todo caso, en grado muy
reducido.

28F] reconocimiento de la importancia del estudio matemético de los “derivados financieros”
llegaria en 1997 con la concesién a R.C. Merton y M. Scholes del premio Nobel en Economia.
F. Black habia fallecido en 1973.

29Lions participé de manera activa en los primeros congresos monograficos que se celebraron
sobre el tema. Asimismo inauguré la nueva revista Interfaces and Free Boundaries con su
articulo (Lions [81]).
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con Bensoussan en varios cursos que luego aparecerian publicados en forma de
libros y que contenian también nuevos resultados y otros temas distintos: el
que impartié en la Universidad de Montreal®® en 1976 ([64]) y el impartido en
Beijing en 1981 y que citaba con frecuencia ([66]).

5 Analisis numérico de EDPs

Desde sus comienzos, el nombre de Lions ha sido asociado al tratamiento mate-
mético de los mayores problemas tecnolégicos (tanto de su pais como de la
esfera internacional) inquietud que contrastaba con el espiEl tratamiento de
esos sistemas complejos no podria limitarse, obviamente, a aspectos tedricos y
cualitativos sino que requeria ineludiblemente una aproximacién cuantitativa
en términos de algoritmos del Anélisis Numérico. Sin embargo, es curioso que
la primera publicacion oficial de Lions sobre Analisis Numérico data de 1966
(Lions-Raviart [88]) pese a que su interés en ese campo tuviera sus origenes
en 1958 cuando impartié diferentes cursos sobre el tema tras su llegada a la
Universidad de Nancy (de la que fue profesor de 1954 a 1962). De hecho, Lions
impartié tempranamente cursos en PariNancy: lo hizo en el CEA (la agencia
francesa de energia nuclear) y mads tarde lo harfa en Electricité de France,
el Instituto del CNRS Blaise Pascal (cuyas notas aparecerfan en tres tomos
([58])) y en su propia universidad parisina. Fruto de sus ensefianzas y direccién
arrancarian las carreras de prestigiosos especialistas tales como J. Cea, P.A.
Raviart, R. Temam, J.P. Aubin, Ph. Ciarlet, R. Glowinski y muchos otros.

Comenzé interesdandose por métodos en diferencias finitas. Mamétodo de
elementos finitos (aunque en aquellas fechas no fuese denominado como tal)
discretizando, no ya la propia ecuacion en derivadas parciales sino la formulacién
variacional correspondiente, dada en términos de multiplicacién por adecuadas
funciones test, para los problemas de contorno que él habia sistematizado
en su propia tesis. El mérudimentaria por los ingenieros pero le faltaba
una fundamentacién matemadtica. A continuacién, centré su atencién en las
condiciones de estabilidad de los algoritmos (tesis de Raviart) y en algoritmos
de descomposicién (trabajos en colaboracién con Temam y Bensoussan). Unas
notas de sus cursos de Andlisis Numérico, tomadas por sus estudiantes en 1961
(que comenzé impartiendo en la que mds tarde pasarfa a ser la Universidad
Paris VI) aparecerfan en 1973 ([62]) al hacerse cargo de un curso andlogo en la
Ecole Polytechnique (que mantendria entre 1966 y 1986).

Las etapas naturales que se le planteaban a continuacién fueron las de desa-
rrollar métodos de aproximacién para las inecuaciones variacionales y la Teoria
de Control. La primera tarea la comenzé con su articulo ([63]) y culminé con la

30Tuve ocasién personal de constatar tempranamente la generosidad y atencién de
Lions hacia los mas jévenes cuando, en 1976, tras haber visitado Madrid para recibir el
nombramiento de Doctor Honoris Causa por la Universidad Complutense, Jose Luis Andrés
Yebra y yo le escribimos solicitandole informacién sobre las notas de aquel curso. Su respuesta
nos dejé impresionados: a vuelta de correo mandé a Jose Luis (antiguo alumno suyo) una copia,
de maés de trescientas paginas, de sus notas manuscritas (de su puifio y letra) de lo que luego
seria el texto de su libro y que conservamos como valiosa joya.
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publicacion, en 1976, de dos volimenes en colaboraciéon con R. Glowinski y R.
Trémolieres ([35]) y la segunda, anos més tarde con una serie de articulos en los
que Glowinski serfa de nuevo su colaborador principal: [32] en 1990 y [33], en
1995 (este tltimo de més de 300 paginas publicado en los dos primeros nimeros
de la revista Acta Numérica).

Tan sélo unos anos antes de su muerte comenzaria a desarrollar un ambicioso
programa sobre la adecuada formulacién de procesos de descomposicién para
el calculo paralelo®!. Esto le llevé a preparar un largo listado de notas en las
Comptes Rendues en colaboracién principalmente con O. Pironneau, aunque
también con Glowinski y otros autores (véase, por ejemplo, [86], [34] y sus
referencias), llegando a anunciar un libro en preparacién sobre el tema en

colaboracién con Pironneau®?.

6 Perturbaciones singulares y Homogeneizacién

El curso 1970/71 Lions comenzé a impartir una serie de cursos de doctorado
sobre problemas de contorno conteniendo un pequeno parametro, €, en alguno
de los muchos datos posibles de su formulacién (término independiente, datos
en el contorno, operador diferencial, dominio, etc.) y que en general respondia a
regularizaciones del problema limite formal obtenido para € = 0. De nuevo, su
proposito era dar una coherencia matematica a diferentes métodos asintoticos,
técnicas clasicas de la Matemédtica Aplicada (véanse, por ejemplo, el texto de
Eckhaus [27]), de uso frecuente en Ingenierfa®, pero con enormes dificultades
para justificar resultados rigurosos de convergencia en los espacios funcionales
en los que “debia” encontrarse la “solucién limite”. Un primer resultado de esas
inquietudes fue una serie de articulos que culminard con el voluminoso Lecture
Notes de la Serie de Springer-Verlag aparecido en 1973 ([65]).

Esa nueva linea de investigacién tendria su continuacién natural en una
larga colaboracién con A. Bensoussan y G. Papanicolau (que comenzé con
[6]) y que cristalizé con el famoso libro Bensoussan-Lions-Papanicolau [5])
en el que se sistematizaba el llamado método de homogeneizacion referente
al estudio de problemas involucrando dos escalas caracteristicas (espaciales
o temporales) bien distintas: una microscépica, rdpidamente oscilante, y la
macroscopica. Estos métodos se revelaron fundamentales para el estudio de
numerosos problemas tales como la construccién de modelos matematicos
para multi-estructuras eldsticas (sdlidos tridimensionales acoplados con paneles,
varillas, etc.), flujos de fluidos en medios porosos y fabricacién de nuevos
materiales a través de materiales compuestos. El desarrollo matematico de

31 A este respecto solfa mencionar el articulo de Pierre-Louis Lions ( [105]) como un avance
conceptual relevante.

32Quizés debido a sus responsabilidades en grandes instituciones, Lions se mantenfa muy
al dia sobre los progresos en las capacidades de computacién de las distintas generaciones de
superordenadores. Se ocupé del tema en varios articulos y libros de caracter divulgativo ( [46],
[75], [73], [24]). A este respecto, manifesté reiteradamente su admiracién por la clarividencia
de J. von Neumann.

33Uno de los ejemplos més ilustrativos es la teoria de la capa limite de Prandtl en
Hidrodinamica.
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ese tipo de técnicas tuvo (y mantiene en la actualidad) un vigor excepcional
desarrollado por alumnos directos como Tartar, Ciarlet, Murat y otros, y por
matematicos de gran prestigio como, por ejemplo, E. de Giorgi y O. Oleinik,
por citar tan sélo dos de ellos®*.

7 Controlabilidad: el método HUM

Tras la publicacién de su primer libro sobre control ([60]), Lions fue abordando
nuevos problemas de esa teoria a medida que se iba embarcando en nuevas lineas
de investigacién. Asi, por ejemplo, fue desarrollando, como capitulos aislados, el
estudio del control para problemas con perturbaciones singulares y problemas
de escalas multiples.

En 1980 Lions centré su curso en el College de France sobre el control
de sistemas distribuidos singulares en los que la ecuacién de estado presenta
singularidades y origina fenémenos peculiares tales como: inestabilidades,
fenémenos de explosion en tiempo finito, soluciones multiples, fenémenos de
bifurcacién, etc. Fruto de su atencién por tales problemas (que mantendria
hasta el final de sus dias) fue el libro ([67]). Poco a poco fue interesdndose mds
por cuestiones de controlabilidad que por el control 6ptimo. La controlabilidad
para ecuaciones que dan lugar a fenémenos de explosién en tiempo finito atrajo
de manera profunda su atencién. Una conjetura que mantenia a este respecto
era que a medida que un sistema generaba mas inestabilidades era mas facil de
controlar®.

En 1986, con motivo de la conferencia impartida al recibir el premio
“John von Neumann” otorgado por SIAM ([70]), Lions introdujo un nuevo
método general para estudiar la controlabilidad de sistemas: el HUM o “Hilbert
Uniqueness Method”. Su idea clave fue la de construir unas nuevas normas
en el espacio de los datos (condiciones iniciales, datos de contorno, etc.) y
aplicar sofisticados teoremas de unicidad retrégrada del tipo de los debidos
a Holmgren, Calderén o Mizohata. El método fue primeramente aplicado a
ecuaciones hiperbdlicas, dando lugar a dos volimenes ([71]) que correspondian
de nuevo a las notas de su curso en el College de France (esta vez tomadas
por E. Zuazua). En un libro posterior, escrito en colaboracién con Lagnese
([83]desarrollé la aplicabilidad de ese método al caso de problemas provenientes

34Es de resaltar el papel (mds o menos implicito) que varios cientificos espaioles
desempefniaron en los origenes de la teorfa de la homogeneizacién, en especial de la mano
de E. Sdnchez Palencia quien se interesé muy tempranamente por ese tipo de técnicas,
publicando su primer libro sobre el tema ([109]), en 1980. Sénchez-Palencia se instalé en
Paris a mediados de los sesenta tras terminar sus estudios de ingeniero aerondutico en
la Escuela de Madrid e impartié, en 1965, un par de conferencias en el seminario sobre
técnicas asintdticas organizado por Amable Lifidn (destacado especialista en métodos de
escalas multiples aplicados a problemas de Mecanica de Fluidos y de Combustién). E. Sénchez
Palencia mantuvo una estrecha relacién con Lions (que se prolongarfa hasta el final y que
originé varios trabajos en colaboracién: véase, por ejemplo, [89], [90] y [91]).

35Esto fue rigurosamente mostrado en dos trabajos en colaboracién con E. Zuazua sobre
ecuaciones de orden superior a dos ([102], [103]). Véanse también nuestros trabajos ([21], [22])
para la ecuacién semilineal de orden dos.
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de la Teoria de la Elasticidad.

Me parece interesante resaltar, por lo que tiene de significativo sobre las
conexiones de la obra de Lions con nuestro pais, que la (nada trivial) adaptacién
de esa fina técnica al caso de ecuaciones parabdlicas la presenté Lions en
las Jornadas Hispano-Francesas sobre control de sistemas distribuidos que,
organizadas por Antonio Valle, tuvieron lugar en Mdlaga, en 1991. En su
conferencia (que luego apareceria en las actas [76] y continuaria en [74]) Lions
se refirié también a un problema que a partir de ese momento seria objeto de
atencion de los especialistas en el campo: la controlabilidad de las ecuaciones de
Navier-Stokes. Entre los muchos trabajos a los que dieron origen sus conjeturas
son de citar los de E. Ferndndez-Cara ([28], sobre una versién debilitada de la
controlabilidad), Coron ([12], para el caso de las ecuaciones de Euler), Fursikov-
Imanuvilov [31], Lions-Zuazua ([99], [100], [101] en los que se da un resultado
de controlabilidad genérica para el sistema de Stokes y respuestas en términos
del desarrollo de Galerkin) e Imanuvilov [39], entre otros muchos trabajos de
esos y otros especialistas.

Estos nuevos métodos de demostracién de la controlabilidad (aproximada)
para ecuaciones parabdlicas contrastan con los establecidos previamente por
Lions en su libro ([60]) que tenfan un cardcter no constructivo (empleaban el
Teorema de Hahn-Banach). Gracias al cardcter constructivo ahora introducido
se hizo posible la aproximacién numérica de los controles (programa desarrollado
principalmente por Lions y Glowinski al que ya me he referido anteriormente).

8 Enciclopedias: Dautray y Ciarlet.

Una descripcion de la obra de Lions seria necesariamente parcial sin aludir a su
inmensa labor de edicién y, mas en particular, a la enciclopédia, de mas de cuatro
mil paginas3® concebida y coordinada en colaboracién con Robert Dautray entre
1984 y 1985 ([14]). Su titulo, Analyse Mathématique et Calcul Numérique pour
les Sciences et les Techniques, da idea de la ambicion de la tarea emprendida.
La enciclopédia podria ser catalogada como una visiéon actualizada de la crucial
obra de Courant y Hilbert ([13]). Muchos son los temas que no aparecian ni
siquiera esbozados en aquella obra de la primera mitad de los cincuenta. Pero
como se indica en el prélogo de Dautray y Lions

La llegada de los ordenadores, sus progresos inmensos e incesantes,
han permitido -por primera vez en la historia- calcular con gran
seguridad y rapidez, a partir de modelos, cantidades que hasta
entonces no habian podido ser méas que estimadas de manera
muy aproximada. Esto brindd, a investigadores e ingenieros, la
posibilidad fundamental de poder utilizar resultados numéricos
para la modificaciéon o adaptacién de razonamientos, experiencias
y realizaciones en curso.

36Llama la atencién que el listado de colaboradores de tan magna obra se limite a 17
matematicos franceses, aunque todos ellos de reconocido prestigio internacional de la talla del
fallecido Philippe Benilan.
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Lions formé parte del comité editorial de un numero casi interminable de
revistas y de series de libros. Sin embargo, a él le gustaba resaltar en especial
la serie de 12 volumenes coeditados con Haim Brezis en Pitman-Longman
conteniendo buena parte de las conferencias tenidas en el Seminario semanal
que ambos mantuvieron en el College de France y que se prolongarian en
dos voliumenes maés, desde el 1998, esta vez coeditado con Doina Cioranescu.
Asimismo, presté una especial atencién a dos series de libros publicados por
Masson, ambas coeditadas con P.G. Ciarlet (Mathématiques Apliquées pour
la Maitrise, de 21 volimenes, y Recherches en Mathématiques Appliquées, de
42 volumenes). Finalmente, habia comenzado, de nuevo con P.G. Ciarlet, la
publicacion del Handbook of Numerical Analysis, en North-Holland, del que de
momento han aparecido 7 volimenes a los que seguiran otros que estan en
tramites de publicacién.

9 Medio Ambiente: Centinelas para datos incompletos y
“El planeta Tierra”.

El primer testimonio oficial del interés de Lions por temas de Medio Ambiente
(entendido en un sentido amplio que incluye campos tales como la Meteorologia,
Climatologia, Oceanografia, Ecologfa, etc.) parece ser que fue su conferencia
Pollution, Atmosphére et Climat impartida en el Colloque Présidence de
I’Assemblée Nationale, Hotel de Lassay, Paris, el 4 de marzo de 1989. Desde
el punto de vista matematico, su interés se acrecenté a medida que iba desarro-
llando la teoria de los centinelas que introdujo para el tratamiento de sistemas
con datos incompletos (caracteristicos en procesos del Medio Ambiente) en una
serie de Notas en las Comptes Rendus ( [72]) y que més tarde darfan lugar a su
libro [77]. Roger Temam subraya en [113] que quizds fuese el hecho de presidir,
en 1990, el CNES (Centre National d’Etudes Spatiales) y el Consejo Cientifico
de la Agencia Meterorolégica francesa lo que le llevase a ocuparse de ese tipo
de temas. En todo caso, lo que me parece digno de resenar es que fue con
motivo del curso que impartié en el Instituto de Espana, del 15 al 19 de enero
de 1990, con el que apareceria el primer trabajo de Lions al respecto. Las notas
de su curso (que él trajo previamente mecanografiadas en francés) darian lugar
a su libro de divulgacion El Planeta Tierra: el papel de las matemdticas y los
superordenadores que tuve el honor y el placer de traducir al castellano (junto a
Miguel Artola). Ello me dio la oportunidad de sugerirle algunos comentarios. El
libro aparecié publicado en Espasa-Calpe ([73]) junto a un apéndice, de cardcter
mas técnico, para el que solicité mi colaboracion.

En una serie de articulos con Roger Temam y Shouhong Wang (que
comenzaron con dos largos articulos [96], [97]) Lions y esos autores lograron
culminar el andlisis matematico de las ecuaciones que gobiernan el movimiento
de la atmésfera, el océano, el sistema acoplado atmdsfera-océano [98]37, y
que venian siendo utilizadas para la previsiéon computacional desde los anos
sesenta en que su admirado von Neumann abordara tan complejo programa.

37De hecho, Lions inclufa este largo trabajo en su lista de libros.
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Desarrollaron también estudios rigurosos de tipo asintético y numérico. Con
motivo de su nombramiento como miembro extranjero de la Real Academia de
Ciencias espanola, Lions impartié una conferencia ([80]) en la que se refirié al
programa japonés sobre “El simulador de la Tierra” en el que el objetivo es
acoplar globalmente numerosos modelos deterministas y estocéasticos sobre cada
uno de los subsistemas del planeta Tierra.

Tuve la gran suerte de organizar con él dos cursos de verano®® de la
Universidad Complutense de Madrid en torno a Mateméticas y Medio Ambiente:
el primero en El Escorial, en 1991, concentrado en aspectos fisicos y la
construccién de los modelos ([19]) y el segundo en Almeria, en 1992, abordando
modelos relacionados con los aspectos econdmicos originados por el Medio
Ambiente ([20]). Fueron experiencias inolvidables para mi. Tuve ocasién de
conocer de cerca las dotes de Lions en el diseno de los cursos, ofreciendo una idea
de conjunto ante situaciones enormemente complejas y su trato exquisito, tanto
desde el punto de vista cientifico como humano, con todos los participantes3®.

Mas recientemente, desde julio de 1999, nuestra relaciones cientificas se
habian estrechado atin més. En su fax de 29 de julio *° me informaba que
le habian propuesto publicar una segunda edicién de su libro del Planeta Tierra
(agotado en menos de dos anos) pero que su intencién era la de preparar todo un
nuevo libro incorporando referencias aparecidas desde 1990 y anadiendo varios
capitulos complementarios [24]. Me proponfa que llevdsemos a cabo tal tarea de
forma conjunta dada la cercania de alguno de mis trabajos y mi participacién
en la preparacion del texto original. Desde entonces trabajamos duramente en
aquel proyecto®!.

Estas lineas no podrian concluir sin unas palabras de agradecimiento hacia
una persona como él al que una buena parte de la matematica aplicada espafiola
le debe tanto. Pese a su indudable carisma, ofreci a una acesibilidad, una
generosidad cientifica y un temperamento tan extraordinariamente afable que
colocaba a su interlocutor en el centro de su preocupacion y atencién. Su ejemplo
serd siempre un acicate para las presentes y futuras generaciones.

38ions mantuvo una activa participacién en multiples cursos de verano desde sus comienzos
(ademads de los cursos de Montreal de 1962 y 1976, participé en varios en Italia como, por
ejemplo, el del C.LML.E. de 1962, 1967, etc.). En todos ellos dio muestra de su extraordinaria
accesibilidad, lo que era de enorme importancia hacia los mas jévenes, en periodo de formacién
en esa época.

39Lions también me ayudé a organizar, en calidad de co-director junto a C.J. van Duijn, el
Advanced Institute de la NATO que celebramos sobre esos temas en Santa Cruz de Tenerife,
del 11 al 21 de enero de 1995. En aquella ocasién una pequenia enfermedad le impidié participar
y pese a mis insistencias no quiso aparecer como coeditor de las actas ([17]).

40Lions desplegaba una correspondencia sorprendente por medio del fax de mensajes que
solia escribir personalmente de su puno y letra: conservo, como un tesoro, més de cuatrocientas
péaginas.

41F] texto estaba practicamente acabado a finales del 2000, unos meses antes de su falleci-
miento. Lions hizo explicita mencién en uno de sus dltimos articulos ([82]).
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Departamento de Ecuaciones Diferenciales y Andlisis Nnumérico
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Mis primeros recuerdos del Profesor Lions se remontan a finales de 1979.
Naturalmente, habia oido hablar mucho de él y conocia con cierto detalle lo
que habia sido su trayectoria cientifica hasta ese momento. Ademads, varios
companeros algo mayores que yo habian tenido la ocasién de conocerle
personalmente en Sevilla, en unas Jornadas organizadas por el Profesor Antonio
Valle en 1976. Uno de ellos, José Real, me habia dicho de él y de su charla algo
que recuerdo muy bien:

En la conferencia de Lions, todo estaba absolutamente claro. Todo.

A finales de 1979, yo era becario predoctoral en el .LN.R.I.A - Rocquencourt,
cerca de Paris. Justamente por aquella época y tan sélo unos dias antes de
mi llegada, Lions habia sido designado Presidente del Instituto. Su cambio de
despacho originé toda una avalancha de “mudanzas”. Asi que, durante varias
semanas, me instalaron en una sala compartida con otros dos becarios en la
que, casualmente, Lions habia guardado una coleccién de articulos seleccionados
personalmente.

Confieso que, muy a menudo, por la tarde, cuando no quedaba casi
nadie, no podia resistir la tentacion de ojear a hurtadillas estos trabajos.
Por supuesto, yo era un inexperto estudiante en aquella época y carecia de
criterio serio para seleccionar temas, autores y resultados. No obstante, creo
que aprendi mucho descubriendo cudles eran, al parecer, los articulos preferidos
de Lions y preguntandome por qué habia seleccionado éste o aquél.

También pienso que este archivo me ayudo6 a comprender, al menos en parte,
cémo pensaba Lions que habia que estudiar y desarrollar las Matematicas y
qué era lo que le interesaba principalmente a él. Con el tiempo, pude intuir que
Lions pretendia hacer que las Matematicas fueran capaces de describir con la
mayor precisién posible el mundo real. Sus objetivos prioritarios siempre arran-
caban de problemas reales concretos que intentaba modelar, posteriormente
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analizar y comprender cualitativa y cuantitativamente y, finalmente, controlar.
De algin modo, posiblemente influido por sus origenes y aficiones, habia llegado
a la conclusién de que la herramienta més eficaz para ello eran las ecuaciones
en derivadas parciales (EDPs). Una vez encarada la resolucién de alguno de
estos problemas, sus portentosas cualidades le permitian desarrollar la teoria
matematica adecuada, ayudandose simultdneamente de conceptos y resultados
clasicos habilmente “revisitados” y de técnicas y conceptos nuevos, creados
especificamente para ello.

Recuerdo que, en aquella época, yo miraba a Lions casi como a un dios. Con
frecuencia, Juan M. Viano y yo le vefamos llegar al comedor del I.N.R.I.A. con
sus colaboradores méas proximos, con paso decidido, dispuesto a rentabilizar el
tiempo dedicado al almuerzo sin perder por ello el buen humor. Como a muchas
personas que conozco, algo que nunca dejé de impresionarme fue su enorme
capacidad de trabajo. Era capaz de resolver 20 problemas distintos, todos de
envergadura, al cabo del dia. Y era capaz de simultanear todo esto con una
dedicacién constante a las Matematicas, manteniéndose en la vanguardia de la
Ciencia, en el limite de lo conocido y lo que estd ain por descubrir.

En fechas posteriores, a partir de 1987, tuve la ocasion de conocer mas de
cerca a Lions como gestor. Fue en el marco del Proyecto HERMES, parcialmente
financiado por el C.N.E.S. (Centre National des Etudes Spatiales), del que
habia sido nombrado Presidente. Me acuerdo muy en particular de una reunién
que hubo en Madrid hacia 1989 a la que asistimos rodeados de representantes
de distintas empresas y organismos. En un pequeno descanso, con cierta
complicidad, sacd tiempo para hablarme de un problema matematico que le
preocupaba y que consideraba interesante. Yo era consciente de su actividad
al frente del C.N.E.S. y de quién sabe cudntas instituciones mas. Era ya
una persona convocada con frecuencia por los consejos de administracion de
multitud de empresas e incluso por responsables del mas alto rango politico en
Francia y en Europa. Resultaba asombroso que pudiera organizarse para hacer
Matematicas.

Hoy sabemos que justamente en esta época estaba desarrollando algunas de
las ideas que mas han dado que hablar y més trabajo han generado. Eran los
anos del método H.U.M. y de su renovado interés por el control de sistemas
gobernados por EDPs.

Con objeto de clarificar hasta qué punto él iba por delante y como era capaz
de intuir qué era importante y qué habia que impulsar, he aqui el enunciado del
problema del que me hablé.

Problema 1: Para un sistema disipativo “simple” de la forma

O {yt+Ay=§

Yle—o = 1°
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(donde A es, por ejemplo, un operador en derivadas parciales lineal, de
propiedades similares a las del operador de Laplace), es posible definir el
concepto de centinela. En términos “vagos”, si ponemos y° = 3 + 799 con
T “pequenio” y llamamos y, a la correspondiente solucién de (1), un centinela
es un funcional ® = ®(y) tan parecido como sea posible a un promedio de los
valores de y insensible a la presencia de la perturbacién 79, i.e. tal que

B
o —0.
o (yr) » 0

Entre otras cosas, disponer de un centinela puede ser 1til para conocer la
influencia que tiene £ (un término de polucidn) cuando la informacién sobre
el dato inicial es incompleta. Pero, ;es posible recurrir al concepto de centinela
para modelar y describir cuantitativamente la Turbulencia 7 En otras palabras,
si cambidramos (1) por el sistema de Navier-Stokes, ;jserfa posible utilizar la
idea de centinela para definir variables macroscépicas z = z(x,t) que contengan
informacion relevante distribuida en tiempo y espacio, de nuevo independiente
de 798 , cuya aproximacién numérica sea factible ?

A partir de 1987, Lions prodigé enormemente sus visitas a Espana. En
muchos casos, el “culpable” directo o indirecto fue (de nuevo) Antonio Valle.
Consciente de lo extremadamente 1til que resultaban sus visitas, en especial
para los mas jovenes, tanto él como muchos otros colegas espanoles hicimos
todo lo posible por tenerlo cerca.

A raiz de una de estas visitas, comencé a interesarme m4s, junto con varios
companeros de mi Departamento, por las cuestiones que le interesaban a él.
Esto ocurri6 en Mélaga, en otono de 1990 y acabd por hacer méas intensa y
fluida mi relacién con él. A partir de 1993, tuve la enorme suerte de contarme
entre las personas que, de vez en cuando, recibian un Fax con sus cuestiones,
observaciones y consejos.

A modo de ejemplo, he aqui uno de los problemas que me plante6 hace varios
anos, formulado con su estilo propio:

Problema 2: Se considera el sistema parabdlico

yr — Ay + a(z, t)y = vx, enQx(0,7),
(2) y(z,t) =0 sobre 92 x (0,T),
y(@,0) =y’ (x) en Q,

donde © C RY es un abierto acotado, w CC  es un abierto “pequeno” y .,
es la funcién caracteristica de w.

Sabemos que, cualquiera que sea a € L>=(w x (0,T)), (2) tiene la propiedad
de la controlabilidad aproximada con controles v € L?(w x (0,T)). Esto es, la
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variedad lineal formada por los estados finales {y(-,T) : v € L?(w x (0,T))} es
densa en L2(2). Sean M C L>(2 x (0,T)) y pongamos

V(T; M) ={y(-,T):v € L*wx (0,T)), a€ M}.

Cuanto mayor es M, mas cerca estd V(T; M) de su adherencia L*(Q), pero
siempre tenemos V(T; M) # L*(f). Entonces, ;jqué significa realmente que
V(T; M) se va acercando a L2(f2) ? Por otra parte, para un sistema similar a
(2) con la ecuacién cambiada por

yr — Ay + a(z, )y + y° = vxw,

en general la familia V(T; M) no es densa en L?(Q). ,Es cierto que, cuando
M C L>®(Q x (0,T)) es “muy grande”, la correspondiente V(T'; M) es densa ?
Finalmente, ;pueden usarse estas ideas para resolver problemas de controlabi-
lidad estocéstica del mismo tipo ?

Estd en la mente de muchos que habra un antes y un después de Lions en las
Matematicas, en particular en la Matematica Aplicada francesa. A mi me parece
apropiado extender esta afirmacién, de manera que cubra también el &mbito de
la Matemética Aplicada espanola. Si observamos seriamente la evoluciéon y la
situacién actual de los numerosos Departamentos de Universidades espanolas
donde se estudian problemas ligados a las ecuaciones diferenciales, veremos que,
en un alto porcentaje de ellos, hay personas que han sido alumnos de Lions o
alumnos de alguno de sus alumnos. Y también comprobaremos que la influencia
de esta presencia ha ido creciendo de forma espectacular en los 1ltimos anos. De
manera que se puede decir que, en la actualidad, el espiritu de la investigacién
matemdtica realizada por Lions (e incluso en algunos casos los mismos temas
y problemas que él propuso) forman parte del programa de trabajo de buena
parte de nuestros companeros.

La influencia de Lions en las Matemédticas que se han hecho en Espana
comenzé con su feliz contacto con Antonio Valle, a mediados de los sesenta.
Gracias a la abnegada labor docente de éste y a las horas que dedicé a la
caza y captura de Becas y Ayudas de todo organismo viviente, se pudieron
establecer varios lazos, escasos en numero pero de fundamental importancia,
que sirvieron para que personas como Alfredo Bermidez, Carlos Moreno,
José Real y José D. Martin pudieran realizar sus Tesis Doctorales bajo la
direccién de algunos de los primeros alumnos de Lions. Paralelamente, se fue
produciendo la entrada en escena de otros investigadores espanoles, entre los
cuales estuvieron Jests Hernandez, [ldefonso Diaz, Juan Luis Vazquez y Miguel
A. Herrero, que iniciaron una colaboracién cientifica con otros miembros de la
“Escuela” creada por Lions. En los afios posteriores, la afluencia de estudiantes y
jovenes profesores se fue incrementando progresivamente, hasta llegar a niveles
insospechados que llegaron a hacer hablar de “colonias espanolas” en Paris.
Que yo recuerde, por esas “colonias” pasaron personas como Maria J. Esteban,
Juan M. Viano, Luis Ferragut, Tom&s Chacén, Carlos Parés, Francisco Palma,
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Francisco Ortegén, Rafael Munoz, Juan Casado, José M. Rodriguez Seijo,
Javier Barén, etc. Mencion especial debo hacer de Enrique Zuazua, que fue un
verdadero testigo de excepcién del acercamiento de Lions a Espana y mantuvo
con él un contacto permanente y muy personal casi hasta el ultimo momento
en que le fue posible.

Sin duda, Lions fue sensible a la evolucién de nuestro pais, al que llegd a
profesar una profunda simpatia. En cierta ocasion le oi decir con gran sencillez en
presencia del Secretario de Estado de Universidades y del Embajador de Francia
que €l no crefa realmente que existiera ya diferencia cientifica apreciable entre
Espana y Francia. Naturalmente, era una elegante y educada exageracién, pero
el hecho es que se fue acercando cada vez mas a investigadores espanoles.

De todas sus visitas a Espana, guardo un recuerdo muy especial de la ultima,
la que tuvo lugar en Madrid en febrero de 2000 y le permitié hablar ante
el Parlamento. La iniciativa de la Real Academia de Ciencias y en especial
de Ildefonso Diaz hizo posible que Lions disertara con admirable capacidad
ante el gran publico, con palabras bien escogidas, sobre las Matematicas mas
complicadas y actuales, en un acto sin precedentes.

No obstante, me quedé un cierto sabor agridulce del 2000. Junto con varios
companeros, habiamos previsto una visita de Lions a Sevilla para mediados de
marzo de ese ano. Nuestra intencién era, una vez mas, hacerle hablar ante un
publico diverso, como acto central de una serie de actividades conmemorativas
del Afio Mundial de las Matemaéticas. Debido a la convocatoria de elecciones
legislativas y autondémicas para esos dias, nos vimos forzados a retrasar estos
actos y por tanto su visita casi en el iltimo momento. Por desgracia, ya no
pudimos volver a encontrar una fecha que le resultara posible. En poco tiempo,
como sabemos ahora, se agudizo6 su enfermedad y se vio repentinamente obligado
a reducir e incluso detener su extraordinario ritmo de actividades.

Jacques-Louis Lions era una persona de talla excepcional. He tenido la gran
suerte de haberle conocido y espero sinceramente haber sido capaz de aprender
algo de sus muchas virtudes. Lamento profundamente que nos haya dejado tan
pronto.

FEra una persona capaz de hacer facil lo dificil. Tanto en su manera
de plantear y abordar la resolucién de problemas matematicos como en las
actividades de gestion y en las relaciones humanas, su clarividencia le permitia
simplificar los conflictos superando una tras otra todas las dificultades y
vislumbrar la solucién con rapidez. Ayudado ademds de un optimismo vital
envidiable, era capaz de conseguir que la gran mayoria de las tareas que se
encomendaba a si mismo salieran a flote. Una leccién que nos dejé es que no
hay que dejarse vencer facilmente por las circunstancias.

Tenia ademas la rarisima virtud de conseguir que sus cursos y conferencias,
aparte de amenos, fueran interesantes y ttiles para oyentes de todo tipo, desde
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estudiantes de segundo o tercer ano hasta Catedraticos de Universidad, desde
personas interesadas por el Algebra y la Geometria hasta especialistas del
analisis tedrico y numérico de las EDPs. Las ideas que presentaba siempre
aportaban algo nuevo, siempre eran aprovechables y, con gran frecuencia, abrian
nuevas posibilidades.

Otro rasgo que me fasciné de Lions fue su capacidad de iniciativa. Era capaz
de lanzar propuestas constructivas tanto en Matemédticas como en sus otros
dmbitos de trabajo. Y, llegado el caso, era capaz de convencer a las personas
indicadas de poner manos a la obra. Todo esto no era por casualidad. Sus
propuestas habian sido siempre seriamente meditadas, aunque muchas veces en
tiempo “record”, dada su rapidez mental. Por otra parte, de todas las posibles
vias, casi siempre se decantaba por la mas constructiva, aunque esto significara
innovacién y pisar terreno aun no explorado. Ante una sugerencia o ruego de
Lions, uno tan sélo podia aceptar, con independencia del trabajo o dificultad
que trajera consigo.

Durante todo el tiempo que le conoci, Lions consiguié estar por encima
de envidias y de sentimientos malsanos. Se podria decir que sus actividades
fueron observadas por el 99 % de sus colegas y discipulos sin desconfianza y
sin malas interpretaciones. A decir verdad, creo que este hecho le honra a él y
a la “Escuela” que supo crear, que ha demostrado profesionalidad y honradez
a raudales. A menudo tuve la impresién de que, en presencia de Lions, los
intereses oscuros o inconfesables estaban de mas. Su actitud, siempre positiva
y al mismo tiempo comprensiva con los sentimientos de los demés, contribuia
en gran medida a que las reuniones de trabajo, las cientificas y las de otro tipo,
fueran sobre todo limpias. Y esto hacia indudablemente posible el progreso, la
mejora y el beneficio para todos.

Desde la 6ptica de las relaciones humanas, quiza sea ésta la mejor leccion que
hayamos recibido de este hombre de excepciéon. Tal vez nos convenga a todos
imitarle en limpieza de sentimientos y esforzarnos como €l por usar nuestro
tiempo y nuestras energias en prestar nuestra colaboraciéon a la resolucion de
cuestiones verdaderamente trascendentes.
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1 El hombre

La tarea de escribir sobre el reciente y prematuramente desaparecido Jacques-
Louis Lions me resulta muy dificil.

Conoci a Lions en la primavera de 1986 cuando yo iniciaba mi Tesis Doctoral
en el Laboratoire d’Analyse Numérique de I’Université de Paris VI, fundado por
él, y hoy denominado Laboratoire Jacques-Louis Lions.

Las circunstancias en las que encontré a Lions fueron sin duda un tanto
singulares. El, en aquella época, era Presidente del CNES (Centre National
d’Etudes Spatiales), acababa de recibir el premio John von Neumann de la
SIAM (Society for Industrial and Applied Mathematics) y se estaba dedicando
intensamente al estudio de la controlabilidad de sistemas, para lo cual habia
introducido el hoy cldsico método Hilbert Uniqueness Method (HUM). Tal
y como él acostumbraba a hacer, se habia puesto en contacto con diversos
colaboradores, entre ellos Alain Haraux, mi director de Tesis, con el objeto de
clarificar algunas cuestiones relacionadas con la ecuacién de ondas. Lions estaba
a punto de iniciar su curso 1986-87 en el College de France y pensé que Alain
podria redactar las notas del curso, pero éste, a su vez, pensé en mi pues €l iba
a ausentarse durante el semestre. Asi, al final de una de aquellas conferencias
del inolvidable seminario de los viernes por la tarde en el College de France, fui
presentado a Lions quien, con la mirada calida pero firme que le caracterizaba
y aquella sonrisa que delataba su aguda inteligencia y singular ingenio, me
pregunté si era capaz de escribir en francés. Yo, con franqueza, le dije que, con
la ayuda de mi diccionario, si. Esa respuesta le basté y me confié aquella tarea
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que ocup6 buena parte de mi tiempo durante un ano y que influyé de manera
decisiva en mi carrera profesional.

Nunca supe cudl era el sorprendente mecanismo que él utilizaba para
seleccionar las personas a las que confiaba tareas profesionales y que conducia,
por ejemplo, a dejar en manos de un joven estudiante con escasa experiencia,
semejante tarea. Yo creo que habia mucho de intuicién y otro tanto de
aquel espiritu mediterraneo que le empujaba a asumir riesgos con el tnico
objetivo de descubrir y entender nuevas cosas a través de las Matematicas.
En efecto, siempre tuve la sensacién que Lions se interesaba en los problemas
de Matematicas en la medida en que estos representaban pequenos laboratorios
de cuestiones mucho mas transcendentes del mundo que nos rodea.

Evidentemente, sus apuestas no siempre fueron acertadas. Pero el optimismo
que le caractizaba hacia que cada una de esas apuestas erradas se convirtiese
en realidad en un acierto. Eso, junto con la extraordinaria energia con que la
naturaleza le habia regalado, hicieron de Lions muy pronto un hombre sabio
y asi, ademds de continuar con su trabajo como matematico, se vio llamado a
desempenar muchas otras tareas de gran envergadura.

Se ha escrito mucho sobre Lions y atn se seguird escribiendo. Creo pues que
mi aportacién ha de ser breve. Seria sin duda pretencioso por mi parte ocupar
muchas paginas de esta revista hablando de una persona de su trascendencia y
proyeccion para la que las Matematicas fueron el eje central de su polifacética
tarea profesional en la que no solamente establecié y mantuvo numerosas
colaboraciones cientificas a lo largo de todo el planeta sino que fue a la
vez una persona implicada en tareas de gestiéon del més alto nivel. Entre
otras, la presidencia del Institut National de la Recherche en Informatique et
Automatique (INRIA) que él fundd, del CNES antes citado o de la Academia
de Ciencias de Paris y de la Uniéon Matematica Internacional.

Si que me gustaria mencionar una de las frases que le escuché en mas de una
ocasién: “Los problemas no resueltos vuelven a surgir una y otra vez”. Tuve la
ocasién de comprobar eso en varias ocasiones a lo largo de los anos en los que
colaboramos. Efectivamente, los problemas que en su momento no habiamos
resuelto surgian nuevamente en mas de una ocasiéon condicionando de ese modo
la comprensién y el avance en la materia a la resolucién de la vieja cuestion. En
Matematicas eso es frecuente, si no sistematico: descifrar una pequena clave abre
las puertas a infinidad de nuevas avenidas. Tal vez por eso Lions fue, dentro de
su flexibilidad a la hora de tomar decisiones, una persona de convicciones firmes
y sumamente resolutiva. Asi, rara vez tuvo que echarse atrds en una decision
que ya hubiese tomado.

En lo que respecta a su contribucién a las Matematicas se ha dicho mucho
también y creo que el articulo de Philippe Ciarlet que, traducido al castellano,
se ha publicado en este Boletin es un fiel reflejo de su obra. Yo conoci de cerca
sus realizaciones a partir de 1986 y més de cerca las desarrolladas en el ambito
del Control.

La Teoria del Control es sin duda una de esas disciplinas en las
que las contribuciones de Lions marcardan un antes y un después.
La revista ESAIM:COCV (European Series in Applied and Industrial
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Mathematics: Control, Optimization and the Calculus of Variations)
(http://esaim.emath.fr/) publicard en breve un ndmero especial en su
memoria en el que se recogerdn contribuciones de sus colaboradores mas
préximos en esta disciplina y podra ser de utilidad para todos los interesados
en conocer las aportaciones de Lions a este campo. Qué duda cabe, éstas son
profundas y variadas, lo mismo que su rica descendencia matematica en la que
a alumnos directos hay que sumar los muchos investigadores que colaboraron
con él.

2 Sus contribuciones al Control

Una de las dreas de trabajo preferidas de Lions fue la de la Teoria del Control
que él cultivé de una manera muy personal y con enorme eficacia. Cuando a
finales de los sesenta comenzé a interesarse por este campo, su formacién era la
de un matematico puro que habia contribuido de manera decisiva a lo que hoy
forma ya parte de los fundamentos de la teoria moderna de las Ecuaciones en
Derivadas Parciales y después habia cultivado el ambito del Anélisis Numérico.

En la Teorfa del Control Lions encontro el laboratorio perfecto donde ensayar
todas sus técnicas e ideas. En efecto, controlar un sistema, algo fundamental
tanto en la propia supervivencia de la especie humana como en los ambitos
mas avanzados y sofisticados del desarrollo tecnoldgico, exige no sélo saber
si las soluciones existen o no, si son regulares, o ser capaces de aproximarlas
numéricamente. Efectivamente, controlar un sistema necesita también de una
profunda comprensién de las propiedades cualitativas del sistema para poder
prever la respuesta de las soluciones y su sensibilidad a las variaciones que en el
sistema se introduzcan a través de los controles. Asi, el Control fue siempre una
de las piezas clave del paradigma que él popularizé: Modelizacion - Andlisis -
Simulacion Numérica - Control.

Tras publicar en 1969 su célebre libro sobre Ecuaciones en Derivadas
Parciales No-Lineales [3], que constituye todavia hoy en dia una referencia
bésica, Lions se interesé por la Teoria de la Homogeneizacién. Su libro [1] en
colaboracién con Alain Bensoussan y George Papanicolaou es una referencia
obligada en esta disciplina.

Pero ya para entonces Lions se interesaba por la Teoria del Control y en
1968 habia publicado un libro [2] en francés en el que generalizaba a las EDP el
principio del maximo que Pontryagin y sus colaboradores habian desarrollado en
el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y que constituyé uno de
los hitos més importantes de la Teoria del Control. Este libro fue posteriormente
traducido al inglés en 1971 e influyé de manera muy importante en el area.

Mas adelante Lions escribié un nuevo libro sobre el Control de Sistemas
Singulares [4] y otro en colaboracién con A. Bensoussan [5] sobre el control
de sistemas estocdsticos. Mas tarde publicé en China un libro con algunas
contribuciones de Li-Ta-Tsien [6]. Todos ellos son obras bien conocidas en el
campo.

Esta actividad se vié reforzada y continuada a partir de 1973 por sus cursos
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anuales en el College de France en el marco de su catedra “Analyse et Controle
des Systemes” en los que, cada ano desarrollaba, un nuevo tema. No puedo
dejar de resaltar que resulta sorprendente que una persona que compaginaba su
catedra del College de France con cargos como la presidencia del CNES fuese
capaz de desarrollar cada otono un nuevo curso que constituia foro de encuentro
de muchos profesores franceses y extranjeros, jévenes y seniors, y que insipir6 a
tantos investigadores en sus trabajos posteriores.

Mas adelante Lions se interesé por los problemas de controlabilidad en los
que se pretende saber si un sistema de evolucién puede llevarse de un dato
inicial a un dato final mediante la accién de un control adecuado. En 1986
Lions publicé una Nota en los Comptes Rendus de ’Académie des Sciences de
Paris [7] en la que introdujo su ya célebre método HUM para la controlabilidad
de sistemas lineales de evolucién. Lions desarrollé un poco mas esta teoria en
su articulo publicado en STAM Review [8] en la ocasién de la recepcién del
premio John von Neumann. Este tema fue el que eligié para sus cursos en el
College de France en los afios académicos 1986-87 y 1987-88. Los textos de estos
cursos [9] y [10] fueron publicados en 1988 por Masson en sendos volimenes de
la coleccion RMA (Recherche en Mathématiques Appliquées) que Lions dirigfa
junto con Philippe Ciarlet.

Estos dos textos constituyeron una contribucién central de Lions y el inicio
de un fructifero periodo de investigacién en el area durante los dltimos quince
anos. Asimismo, sus trabajos posteriores en otros temas estuvieron fuertemente
marcados por las técnicas y puntos de vista desarrollados en estos dos voliimenes
y su trabajo posterior en este ambito.

Existen atin numerosos problemas abiertos en Teoria del Control. Pero el
area conoce dos eras: la anterior y posterior a las contribuciones de Lions.

Lions, en su trabajo en este campo, hizo gala de su talante abierto y creativo:
Todos los métodos eran buenos si servian para resolver problemas y, ademas,
la vida diaria o el mundo de la Industria por el que tanto se interesd, estaba
llena de problemas que podian ser formulados en términos matematicos que
conducian con frecuencia a interesantes problemas de control.

Para Lions el binomio “Matemdticas - Mundo real” fue siempre indisoluble.

3 Un problema abierto

En homenaje a Lions, entendiendo que para él las cuestiones matemaéticas
habian siempre de jugar un papel central, y que fue en ese contexto que tuve la
ocasién de conocerlo, me gustaria concluir estas lineas formulando un problema
abierto que desde hace quince anos le intrigd y que, a pesar de los esfuerzos
de muchos, sigue ain estandolo. El lector interesado en una presentacion més
detallada de este problema podré consultar [11]. La teorfa lineal correspondiente
es una de las contribuciones maestras de Lions a la que antes haciamos referencia

([7)-{10]).
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Consideramos la ecuacién de ondas semilineal

Ytt — Yz + ys = Xw(x)u(ta $) en (07 1) X (Oa T)a
y=0 para t€ (0,T7); z=0,1 (1)
y(0) =50, v:(0) = en  (0,1).

Se trata de un modelo no-lineal simplificado para las vibraciones de una
cuerda. El estado, que representa la deformacién de la cuerda, viene dado por
y = y(z,t). El control viene dado por la funcién v = u(z,t) que actia sélo en
una parte de la cuerda pues x,, denota la funcién caracteristica del subintervalo
w = (a, ). El problema que nos ocupa es sélo relevante cuando («, 3) es un
subintervalo estricto de (0,1). En caso contrario, el control actia en todo el
dominio y hace que la presencia de la no-linealidad sea totalmente irrelevante.

El sistema anterior estd bien puesto: Para cualquier par de datos iniciales
(y0,v1) en el espacio de energfa Ha (0,1)x L%(0, 1), y cada control u en L2((0,1)x
(0,T)) existe una tinica solucién y en C([0,T]; Hi(0,1)) N C*([0,T]; L?(0, 1)).

Ademds es conocido que, para cada dato inicial (yg,y1) de energfa finita,
existe un tiempo T(yo,y1) > 0, de modo que la solucién se puede llevar
al equilibrio en ese instante mediante un control adecuado. Es decir, existe
u € L2((0,1) x (0,T(yo,y1))) tal que la solucién de (1) satisface

y(T) =y (T) =0, (2)

en ese instante.

Se trata de un resultado de controlabilidad. El resultado es de naturaleza
global pues es valido para todos los datos iniciales pero no es uniforme pues
el tiempo de control depende del dato inicial (las estimaciones de las que se
dispone hasta el momento indican que T depende de manera logaritimica de la
norma de los datos iniciales a controlar) en contraposicién con lo que ocurre en
el marco de las ecuaciones lineales.

El problema abierto al que hacfa referencia es: gLa ecuacidn (1) es
controlable en un tiempo independiente de la talla de los datos iniciales a
controlar?

Esto es asi en el caso de la ecuacién de ondas lineal para la cual el tiempo
puede calcularse facilmente viendo cudnto tiempo una caracteristica del sistema
puede propagarse sin interceptar la regién w donde el control actia. Se obtiene
asi un tiempo de control T' = 2max(«, 1 — ().

Como decfamos més arriba, a pesar de intensos y multiples esfuerzos, el
problema esta atin abierto. Estoy seguro de que a Lions le hubiese gustado
conocer la respuesta y que ésta exigird de ideas innovadoras con respecto a lo
que hasta hoy se conoce.

4 A modo de conclusién

Lamento profundamente la pérdida de Lions que se manifiesta ya en el dia a
dia, pues ya no llegan aquellos faxes en los que, con la amabilidad, elegancia y
profundidad de pensamiento que le caracterizaban, planteaba alguna de aquellas
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cuestiones matematicas que constituian para mi y muchos otros, mucho més que
un trabajo, uno de los mayores alicientes para empezar los dias con optimismo
y trabajar con pasién.

Nos queda el indeleble legado del maestro, pues lo era, y del hombre que, pese
al gran prestigio profesional y social del que gozaba, siempre estuvo dispuesto
a escuchar, sin distinguir edades ni procedencias. Después de ver el volumen
de correo que recibia a diario en el College de France, nunca consegui entender
cémo hacia para responder a tantas cartas y con tanta celeridad y eficacia,
aportando casi siempre la idea o sugerencia acertada.

Lions, mediante su obra y escuela, seguird influyendo en buena medida en
nuestra concepcion de las Matematicas y, a través de ellas, en nuestra manera
de entender el mundo que fue siempre su gran fuente de problemas abiertos.

Espero que sus valores humanos, su concepcién del mundo y su manera de
hacer también dejen su traza. Lions fue siempre muy francés, en el mejor sentido
de la palabra, siendo universal. La Universidad espanola, que lo es de manera
tan peculiar, tiene mucho que aprender del legado de hombres como él.

Pero el siglo XXI que estrenamos sera sin duda otra cosa. Con Lions se nos
va, ya casi del todo, una etapa épica de las Matemaéticas que cada vez es més
dificil reconocer hoy en el dia a dia.

Queda en cualquier caso su huella y mi més profundo agradecimiento.

Referencias

[1] A. Bensoussan, J. L. Lions y G. Papanicolaou, Asymptotic Analysis for
Periodic Structures en ”Studies in Mathematics and its Applications”,
vol. 5, North-Holland, Amsterdam (1978).

[2] J. L. Lions, Sur le Contrile optimal de systémes gouvernés par des
équations auz dérivées partielles, Dunod, Gauthier Villars, Paris (1968).
Traduccién al inglés (S.K. Mitter), Springer-Verlag, Lecture Notes, vol.
170 (1971).

[3] J. L. Lions, Quelques méthodes de résolution des problémes auz limites non
linéaires, en "Etudes Mathématiques”, Dunod, Gauthier Villars, Paris
(1969).

[4] J. L. Lions, Perturbations singuliéres dans les problémes auzx limites
et en Controle optimal, Springer Verlag, New York, Lecture Notes in
Mathematics, vol. 323 (1973).

[5] J. L. Lions, Applications des inéquations variationnelles en contréle
stochastique, Dunod-Bordas, Collection M.M.I., Paris (1978).

[6] J. L. Lions, Some Methods in the Mathematical Analysis of Systems and
their Control, Science Press, Beijing (China) y Gordon & Breach Science
Publishers Inc., New York (1981).



Jacques-Louis Lions: Hasta siempre 49

[7] J. L. Lions, Controlabilité exacte des systémes distribués. Comptes
Rendus Acad. Sci. Paris, t. 302 (13), série I, 471-475, Avril 1986.

[8] J. L. Lions, Exact Controllability, Stabilization and Perturbations for
Distributed Systems, John Von NEUMANN Lecture 1986, SIAM Annual
Meeting, 1986, Boston, STAM Review, 30 (1) (1988), 1-68.

[9] J. L. Lions, Controlabilité exacte, Perturbations et Stabilisation de
Systemes Distribués: Controlabilité exacte, Masson, Paris, Collection
R.M.A. (Recherches en Mathématiques Appliquées), vol. 8, 1988.

(10] J. L. Lions, Controlabilité exacte, Perturbations et Stabilisation de
Systemes Distribués: ContrUlabilité exacte, Masson, Paris, Collection
R.M.A. (Recherches en Mathématiques Appliquées), vol. 9, 1988.

[11] X. Zhang y E. Zuazua, Exact controllability of the semilinear wave
equation, en “Open problems in mathematical systems theory and control”,
en vias de publicacién.(http://www.inma.ucl.ac.be/ blondel/op/).



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. n°21(2002), 65-87

Aplicaciones de los automatas celulares a la generacion de
bits *

L. HERNANDEZ ENCINAS!, A. MARTIN DEL REY?
Y G. RODRIGUEZ SANCHEZ?

! Departamento de Tratamiento de la Informacién y Codificacién,
Instituto de Fisica Aplicada, C.S.I.C.

2 Departamento de Matemética Aplicada, E.T.S.I.1.,
Universidad de Salamanca

luis@iec.csic.es, delrey@usal.es, gerardo@usal.es

Resumen

Se presentan en este articulo la principales propiedades de los
autématas celulares lineales, y en particular de los llamados de Wolfram.
Se definen, ademds, algunas nociones de criptografia con el fin de senalar
las principales aplicaciones de los autématas celulares a la misma, como
la generacién de numeros pseudoaleatorios para los cifrados en flujo o la
generacion de claves.

Palabras clave: Autématas celulares, criptografia, nimeros pseudoaleatorios,

generadores de bits.
Clasificacién por materias AMS: 68Q80, 94A60, 11K45, 65C10, 68W20.

1 Introduccién

Uno de los objetivos de las Matematicas ha sido el de proporcionar herramientas
que expliquen algunos de los fenémenos naturales que nos rodean. En general,
este proceso se lleva a cabo buscando modelos mateméticos que den respuesta
a dichos fenémenos. Asi, se puede mencionar el gran desarrollo que ha tenido
desde hace unos afios el estudio del caos ([6, 10]) y de los sistemas dindmicos
([9, 21]). En el estudio de estos tiltimos cabe destacar el de los llamados sistemas
dindamicos discretos, en particular de los autématas celulares.

*Los autores agradecen al Dr. J. Munoz Masqué, del Instituto de Fisica Aplicada
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Un automata celular es un modelo formal compuesto por un conjunto de
células que toman determinados valores. Estos valores van evolucionando con el
paso discreto del tiempo segiin una determinada expresiéon matematica, que es
sensible a los estados de las células vecinas (para un estudio més extenso, véase
[22]).

Uno de los ejemplos més extendidos y populares de los autématas celulares
posiblemente sea el conocido como juego de la vida de Conway ([5]). El juego
consiste en un conjunto de células dispuestas en el plano, cada una de las cuales
puede adoptar dos estados: viva (representada por B o por un 1) o muerta
(representada mediante OJ o por un 0). Cada célula estd rodeada por otras 8
vecinas, de modo que la distribucién de estas 9 células es la de un cuadrado
3 x 3 (véase la Figura 1), situdndose en el centro la considerada en primer lugar.

ojg|m
NN R
m O n

Figura 1. Ejemplo de una célula y su vecindad

A medida que discurre el tiempo, las células nacen y mueren segin la
siguiente regla: una célula muerta en un momento dado, cambia de estado en
el instante siguiente si tiene exactamente 3 células vivas a su alrededor, en caso
contrario permanece muerta en el siguiente instante. Por su parte, una célula
viva en un instante dado, permanece viva en el instante siguiente si hay 2 6 3
células vivas a su alrededor; en caso contrario pasa a estar muerta en el instante
siguiente. En este caso particular, los autématas celulares son bidimensionales,
dado que la distribucién y evolucién de las células se lleva a cabo en el plano.
Resulta sorprendente que con una regla de evoluciéon tan sencilla como la
anterior y partiendo de diferentes configuraciones iniciales se llegue, después
de un numero determinado de iteraciones, a resultados o configuraciones que
puedan ser catalogados de forma tan precisa como la siguiente:

o (Configuraciones estables: son aquellas disposiciones de células que
permanecen inalterables con el paso del tiempo, una vez que se ha llegado
a ellas. Algunas de estas diposiciones se pueden observar en la Figura 2.

Figura 2. Configuraciones estables

o (Configuraciones ciclicas: son disposiciones, como algunas de las mostradas
en la Figura 3, que se van obteniendo una detras de otra ciclicamente.
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Figura 3. Configuraciones ciclicas

o Configuraciones mdviles: son las disposiciones de células que, sin modificar
su estructura, se van desplazando en el plano a medida que pasa el tiempo
(ver Figura 4).

Figura 4. Configuraciones moéviles

A lo largo de este articulo se consideraran autématas

celulares unidimensionales, es decir, aquéllos cuyas células se pueden
representar linealmente. Existen otros tipos de autématas de dimensiones
mayores (dependiendo de la disposicién del conjunto de sus células), como el
del juego de la vida de Conway (que, como ya se ha dicho, es de dimensién 2),
pero que no seran tratados aqui. Para un estudio més detallado y extenso de
estos autématas puede consultarse [17].

Las aplicaciones de la teoria de autématas celulares abarcan aspectos de la
ciencia tan diversos como el comportamiento de las moléculas de un gas, el de
las personas votando en un sufragio, el estudio de las bacterias eliminadoras
de manchas petroliferas, la evolucién de la poblacién, del tréfico, etc. (véanse,
por ejemplo [13, 16]). No obstante, las aplicaciones de los autématas celulares
lineales son lo suficientemente interesantes como para no extendernos en los
de complejidad mayor. En particular, en este articulo nos vamos a detener en
algunas de las aplicaciones que los autématas celulares tienen en criptologia
(otras aplicaciones pueden verse en [8, 26]).

Entre otras aplicaciones a la criptologia cabe hacer mencién a la propuesta

n [14], donde se utilizan determinados autématas celulares para sistemas de
cifrado; sin embargo, ésta se demostré insegura en [1]. Por otra parte, el uso
de autématas hibridos o no uniformes (es decir, aquellos autématas celulares
en los que la evolucién de los estados de las distintas células viene determinada
por mds de una expresién matemadtica) ha sido propuesto en [2, 23, 24, 25].

El resto del articulo se distribuye como sigue. En primer lugar se presentan
algunas nociones elementales de criptologia en la Seccién 2, para pasar en la 3 a
la definicién de forma mas rigurosa de los autématas celulares unidimensionales.
Se presentaran también algunas de sus propiedades y se incluirdn algunos
ejemplos. En la Seccién 4 se analizard su aplicacién como generadores de
numeros pseudoaleatorios para cifrados en flujo y en la Seccién 5 se vera cémo
pueden ser aplicados para generar claves a utilizar en diferentes criptosistemas,
en particular a la generacién de nimeros primos. Finalmente, se expondran las
conclusiones de este trabajo en la Seccién 6.
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2 Nociones basicas de criptologia

En la actualidad, la gran cantidad de informacién transmitida mediante redes de
ordenadores (Internet, bases de datos remotas, email, etc.) y, en la mayorfa de los
casos, la necesidad de su confidencialidad (datos personales, cuentas bancarias,
numeros de tarjetas de crédito, etc.) hace necesario que esta informacién se
transmita de manera fiable y segura. Esta seguridad requiere del diseno e
implementacion de protocolos que garanticen el secreto de los datos enviados.
De aqui el auge de la criptologia (del griego cripto —oculto— y logos —tratado,
ciencia—), cuyo estudio tiene dos ramas claramente diferenciadas: la criptografia,
que se ocupa del cifrado seguro de la informacién a enviar, y el criptoandlisis,
cuya tarea es la de analizar técnicas y métodos para obtener la informacion
cifrada ([4, 12]).

El proceso para cifrar un mensaje consiste en transformarlo mediante un
algoritmo de modo que sélo quien esté autorizado podra invertir el proceso
de cifrado (descifrado) para recuperar el texto original. En el algoritmo se
utilizan determinados pardmetros que se conocen como claves, mientras que
el mensaje cifrado se denomina criptograma y todo este proceso se conoce como
criptosistema. Si la clave es Unica y s6lo es conocida por las dos personas
que se intercambian el mensaje, el criptosistema se llama de clave simétrica
(o secreta); en otro caso, es decir, si la clave que permite cifrar mensajes es
conocida publicamente, mientras que la que descifra es mantenida en secreto,
el criptosistema se denomina de clave asimétrica (o piblica). Dentro de los
criptosistemas de clave simétrica existen dos categorias: cifrados en flujo y
cifrados en blogue. De entre los segundos cabe mencionar los criptosistemas
DES, IDEA, Triple-DES y Rijndael (para mayor informacién, ver [4, 12, 19]).

Por su parte, los cifrados en flujo modifican un mensaje mediante una
secuencia pseudoaleatoria de bits que se genera a partir de una clave secreta y
un algoritmo deterministico. Una vez que el remitente ha expresado el mensaje
que se desea transmitir mediante ceros y unos (utilizando, por ejemplo, la
equivalencia en ASCII entre las letras y bytes de 8 bits), suma, bit a bit,
dicho mensaje con la secuencia pseudoaleatoria, obteniendo el criptograma.
Para descifrar el criptograma y obtener el texto claro, el destinatario genera la
misma secuencia pseudoaleatoria que el remitente, utilizando el mismo algoritmo
deterministico y la misma clave, y suma esta secuencia con el criptograma (la
operacién de suma bit a bit es una involucién). Segin este protocolo, para
utilizar los cifrados en flujo se debe ser capaz de generar la misma secuencia
de bits, tanto en origen como en destino. De ahi que dicha secuencia tenga
que ser pseudoaleatoria y dependa de una clave secreta para que nadie, que
no sea el remitente o el destinatario, pueda recuperar el mensaje que se
estd transmitiendo.

La seguridad de los criptosistemas de clave simétrica suele basarse en la
dificultad de los ataques llamados de fuerza bruta, que consisten en probar
todas y cada una de las posibles claves que se pueden emplear en el algoritmo a
utilizar. Por su parte, la seguridad de los de clave publica se basa en la dificultad
de resolver un problema matematico, aperentemente dificil computacionalmente
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hablando. No obstante, no siempre es necesario calcular la clave para poder
descifrar mensajes. En ocasiones, si se dispone de informaciéon adicional es
posible llevar ataques diferentes de los de fuerza bruta o de resolver el problema
matematico subyacente. Asi, existen principalmente cuatro tipos de ataques a
un criptosistema:

1.

Ataque al texto cifrado: en este caso s6lo se conoce un trozo del
criptograma correspondiente a un texto claro.

. Ataque al texto claro conocido: en este ataque se utiliza el conocimiento

de un trozo del texto claro y su correspondiente criptograma.

. Ataque al texto claro elegido: en este caso, el atacante elige un texto

claro y consigue el criptograma correspondiente (no es imprescindible
conocer la clave para este ataque, bastaria con que el atacante tuviera
acceso temporal a la maquina donde se encuentra implementado el
criptosistema)).

. Ataque al texto cifrado elegido: en éste, el atacante puede conseguir el

texto claro a partir de un texto cifrado que elija (tampoco en este caso
se tiene por qué conocer la clave, pues el atacante podria tener temporal
acceso a la méquina que lleva a cabo el descifrado de los mensajes).

3 Autématas celulares

Se denomina autdmata celular d-dimensional a una coleccién finita o infinita de
células idénticas dispuestas uniformemente segiin un espacio de d dimensiones
y que poseen un estado determinado, que va cambiando con el paso discreto del
tiempo segun una determinada regla. Esta regla esta influida por los estados de
las células vecinas ([28]). Consecuentemente, los cuatro

elementos que determinan un autémata celular son los siguientes:

1.

Su dimension d. Los automatas celulares mas utilizados suelen ser los
unidimensionales o lineales (es decir d = 1 y las células se disponen segin
una linea recta), y los bidimensionales (en cuyo caso d = 2 y las células
se distribuyen segin un plano).

. El conjunto de estados S. Normalmente se considera que el ntimero de

estados que puede adoptar una célula es finito, es decir #S = k, por lo
que el conjunto que se suele tomar es S = Zy.

. La wvecindad de cada célula del autémata. Es el conjunto de células

dispuestas alrededor de una dada y cuyos estados influyen en el estado
de la célula considerada en el instante siguiente.

. La regla de transicion f. Esta regla rige la evolucion de los estados de las

células teniendo en cuenta la vecindad de las mismas.
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Los primeros autéomatas celulares rigurosamente establecidos se debieron a
von Neumann ([15]) y a Ulam ([27]). Si bien es verdad que durante cerca de
treinta anos los autématas celulares han sido considerados como una especie
de curiosidad matemética sin apenas aplicaciones, en la actualidad y gracias
fundamentalmente a los trabajos de Wolfram ([30, 31]), se estdn convirtiendo
en una de las herramientas imprescindibles en el estudio de multiples fenémemos
naturales.

3.1 Autématas celulares lineales

Salvo que se diga lo contrario, consideraremos sélo autématas celulares
unidimensionales, es decir, aquellos para los que d = 1, de modo que sus
células estan dispuestas una a continuacién de otra a modo de una cadena.
Estos autématas celulares seran denotados sencillamente por AC. Si el AC lineal
consta de n células, cada una de ellas se nombrard por (i) con 0 < i <n — 1.
Un ejemplo de un AC lineal con 5 células es el siguiente:

(UNRION e G CY

Si, ademas, Sy es el conjunto de k estados y az(t) €5k, 0<i<n—1esel
estado de la célula (i) en el instante ¢, entonces se denomina configuracion del
AC en el instante t y se denota por C¥) al siguiente vector:

oW = (a(()t),agt),...,as"L) €S, x xSy,

La evolucién de un AC a lo largo del tiempo se representa de forma sencilla
sin mas que escribir las sucesivas configuraciones de sus células, una debajo de
otra (diagrama de evolucidon del AC). A continuacién se muestra un ejemplo del
diagrama de evolucién de un AC de 4 células.

a(()o) ago) ago) ago) ~ OO

aél) agl) agl) agl) ~ o CW

a((J2) a§2) aéQ) agf) ~ CQ)

Denotaremos por V; a la vecindad de la célula (i), es decir, al conjunto de
células cuyo estado va a influir en el de (i) segiin la regla de transicién que se
considere. Las vecindades méas comunes en los AC son de caracter simétrico, de
modo que la célula (i) es la célula central. Estas vecindades pueden escribirse
de la siguiente manera:

V;(T):{<Z'*7”>,...,<Z'*1>,<i>,<i+1>,...,<i+7‘>}, (1)
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donde r recibe el nombre de radio de la vecindad. Existen otros tipos de
vecindades no simétricas como por ejemplo las definidas por

‘/i:{<i_1>a<i>7<i+1>»<i+2>}v
o vecindades arbitrarias como la siguiente
Vi={(i=3),0).(i+1)}.

Dada la célula (i), coni < r 6 ¢ > n—r, la determinacién de la vecindad V; (r)
queda restringida a determinadas condiciones de contorno del AC. Usualmente
estas condiciones son de dos tipos:

e Condiciones de contorno periddicas: en este caso se supone que las n
células del AC estdn dispuestas uniformemente segiin una circunferencia
(ver Figura 5):

<4>

<0> | <1>

Figura 5. Disposicién periddica

de tal forma que a la izquierda de la célula (0) estan las células (n — 1),
(n—2),..., mientras que a la derecha de la célula (n — 1) estarfan las
células (0),(1),...

e (Condiciones de contorno reflerivas: en este otro caso se supone que
a la izquierda de la célula (0) se encuentran las células (1),(2),...,
mientras que a la derecha de la célula (n — 1) se encuentran las células
n—2) (n—3),...

n=1 - OO ] -1 ] @n=2) - (0

De aqui en adelante, si no se hace referencia expresa a lo contrario, se
supondrd que las vecindades usadas son las simétricas y las condiciones de
contorno son las periddicas.

Finalmente, la evolucién de los estados de las distintas células del AC viene
determinada por la denominada regla de transicion f : S,?”H — Sk. Asi, si
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Vi (r) es la vecindad definida en el AC segtin (1), entonces el estado de la célula
(i) en el instante ¢t 4+ 1 vendra dado por una expresién matemédtica que depende
de los estados de los elementos de V; (r) en el instante ¢:
(t+1) _ () ® @) (1) ()
a; —f(aifrv"'vaiflvai 7ai+17"'7ai+r>'
Si el AC tiene k estados y el ra2dio1 de la vecindad es r, el niimero de posibles
reglas que se pueden definir es k* o

Ejemplo. Consideremos un AC de n = 11 células, en el que k = 2y r = 1
(obviamente suponemos condiciones de contorno periddicas, de tal forma que
a efectos de notacién, los subindices se toman médulo n, es decir, en nuestro
ejemplo, a(_t)1 = aﬁ} y a(ltl) = a(()t)). El conjunto de estados de este AC es Zsy y
la vecindad de cada célula depende exclusivamente de las dos que la rodean.
Supongamos, ademds, que la regla de transicién que rige su evolucién viene

dada por la siguiente expresién:
2D _ (agt_n +a 4 aﬁi)l) mod2, i>0. 2)
Si el estado inicial de este AC es el definido por la siguiente configuracion

C® =(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0) ,

calculando 8 iteraciones sucesivas segtn la funcién de transicién considerada, se
obtiene la tabla de evolucién siguiente:

R A
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0

Si ahora se sustituye cada uno de los bits 1 por un cuadrado negro (M) y
cada uno de los bits 0 por un cuadrado blanco (O), tal y como se hizo para el
caso del AC del juego de la vida de Conway, se obtiene una tabla en la que se
muestra el diagrama de evolucion de este AC para las 8 iteraciones mostradas
en la tabla anterior:

(

alto) a(()t) () (®) (®) () ORI (®) (t) (t)

(®) (t)
a as a ag ag ajg | ag

ECOEOO0OEO -

1
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g
|
|
|
|

oomO00OOodo
ECOEOERO0O0
ECOEROEROO0O
EEEEROO0O0
oomO0D0DOgo
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Para observar de forma maés detallada la evolucion de este AC con la

configuracion inicial dada, se puede proceder a determinar, por ejemplo,
las 50 primeras iteraciones. Llevando a cabo un proceso similar al anterior, de
modo que sélo se sustituyen los bits 1 por B, dejando en blanco los lugares
correspondientes a los bits 0, se obtiene una representacién de su diagrama de
evolucién, que se puede observar en la Figura 6.

Figura 6. Ejemplo del diagrama de evolucién del AC definido en (2)

3.2 Autdématas celulares de Wolfram

Consideremos el caso particular de los AC definidos de modo que su conjunto
de estados es S = Zy y el radio de la vecindad es r = 1. Para este caso
particular de AC, el numero de reglas de transicién existentes es, segun se
mencioné anteriormente, 22° = 28 = 256. Wolfram ([28]) ide6 una notacién
consistente en asignar a cada una de las 256 reglas de transicién un nimero
comprendido entre 0 y 255. Dado que r = 1 la vecindad de una célula
estd formada por ella misma, la célula situada a su izquierda y la célula situada
a su derecha. Como el conjunto de estados es Zo, los dos estados en que puede
encontrarse una célula son 0 6 1. Consecuentemente existen 22 = 8 posibles
configuraciones de la vecindad de una célula dada, a saber:

111 110 101 100 011 010 001 000

El primer digito de cada configuracién representa el estado de la célula de
la izquierda, el digito central el estado de la célula de cuya vecindad hablamos
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y el dltimo digito hace referencia al estado de la célula de la derecha. Es claro
que toda regla de transicion consiste en asignar a cada una de estas posibles
configuraciones de la vecindad un elemento de Z,. El nimero a asignar a una
regla de transicion se calculard de la siguiente forma:

1. Se aplica la regla de transicién a cada una de las 8 configuraciones
anteriores,

2. Se concatenan los bits obtenidos,
3. Se interpreta dicha concatenaciéon como un nimero en base 2 y

4. Se considera la expresiéon decimal de dicho nimero.

El nimero asi obtenido se denomina el nidmero de Wolfram de la regla de
transicién considerada. En el caso concreto de la regla dada en (2) este proceso
seria el siguiente:

111 —1, 110 -0, 101 —0, 100 — 1,

011 —0, 010 —1, 001 —1, 000 — 0, } = 10010110, = 150,

de modo que el nimero de Wolfram de la regla de transicién mencionada es el
150.

El propio Wolfram, tras multiples simulaciones de los diferentes AC,
establecid la siguiente clasificacion de los mismos en virtud del comportamiento
manifestado en los diagramas de evolucién ([29]):

e AC de clase 1: son aquellos que evolucionan hacia estados homogéneos
o constantes —o todo ceros, o todo unos—. Ademads, dicha evolucién es
independiente de la configuracién inicial considerada.

e AC de clase 2: son los autématas que dan lugar a conjuntos de estructuras
periddicas y estables. En ellos la evolucién del estado de una determinada
célula a lo largo del tiempo estard influida por los estados de un grupo
fijo de células de la configuracién inicial.

e AC de clase 3: son todos aquellos autématas celulares cuyo
comportamiento se vuelve caético con el paso del tiempo, de tal forma
que el cambio de estado de una célula va a depender cada vez méas de un
mayor niumero de estados iniciales. Se ha conjeturado que el cédlculo de
dicho estado se puede hacer mediante un simple algoritmo.

e AC de clase 4: son aquellos que dan lugar a estructuras complejas, las
cuales pueden permanecer localizadas en el espacio o bien moverse a lo
largo del mismo. En esta clase, la evolucion del estado de una célula
en particular dependerd de una gran cantidad de estados iniciales, de
manera que la determinacion exacta de dicho estado es un problema cuya
complejidad es equivalente a la propia simulacién explicita del AC.
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4 Los AC como generadores pseudoaleatorios

Como ya se mencioné (ver §2), para utilizar un cifrado en flujo es necesario
disponer de un generador de bits pseudoaleatorio que genere la misma secuencia
de bits, tanto en origen como en destino, a partir de una misma clave secreta.
A continuacién presentaremos algunos de los generadores de bits mas utilizados
en este tipo de cifrados, para pasar posteriormente a comentar el uso de los
automatas celulares como generadores pseudoaleatorios de secuencias cifrantes.

4.1 Generacién de bits pseudoaleatorios

Un generador de bits (o de niimeros) aleatorio es un dispositivo que proporciona
como salida una secuencia de digitos binarios (o de nimeros) que son
estadisticamente independientes. Algunos de los generadores de bits aleatorios
disennados por hardware estan basados en la aleatoriedad de fenémenos fisicos,
como por ejemplo: La emision de particulas durante un proceso radiactivo entre
dos instantes de tiempo, el ruido producido por un diodo semiconductor en una
corriente, etc. Debido a la imposibilidad practica de que una secuencia obtenida
por uno de estos generadores se pueda volver a obtener exactamente de la misma
forma, en diferentes momentos, estos generadores de bits no suelen ser utilizados
en criptologia, al menos en los cifrados en flujo. Es posible utilizarlos en otras
aplicaciones criptograficas como para generar determinados tipos de numeros
(primos, de determinada longitud, etc.)

Por su parte, un generador de bits (o de nimeros) pseudoaleatorio
es un algoritmo deterministico que al darle como entrada una secuencia
auténticamente aleatoria de longitud pequena, proporciona una secuencia de
bits (o de nimeros) de longitud mucho mayor y que parece ser aleatoria. Las
salidas de estos generadores no son aleatorias en el sentido de que cada vez que
se ejecute el algoritmo con los mismos parametros se van a obtener las mismas
salidas. No obstante, lo que se desea conseguir con estos generadores es que
las salidas obtenidas parezcan aleatorias, es decir, que resulte imposible poder
distinguir entre la secuencia pseudoaleatoria obtenida y una realmente aleatoria
en un tiempo polinémico ([4, Apéndice B]).

Estos generadores de nimeros requieren verificar determinadas caracteristi-
cas en funcion de las aplicaciones practicas a las que estén destinados. Una de
ellas es la aleatoriedad, que debe analizarse para cada una de las secuencias
que se generen y antes de ser utilizada en la practica, de modo que la serie de
nimeros a emplear cumpla las propiedades que se supone verifican las series de
nimeros aleatorios (por ejemplo, los péstulados de Golomb [7]). Para llevar a
cabo este andlisis se recurre a determinados tests estadisticos disenados ad hoc
(véanse [4, Apéndice A], [12, Chapter 5]).

Una caracteristica adicional que se requiere en criptografia es la sequridad, es
decir, se trata de conseguir alguna garantia de que estos generadores son seguros
en el sentido de que las salidas son imprevisibles. Para ello se recurre a analizar
las operaciones matematicas en las que se basa la definicién del generador y la
dificultad de los problemas matematicos subyacentes.
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Algunos de los generadores de bits pseudoaleatorios més utilizados son los
siguientes:

1. Generadores de bits lineales en congruencias: son los generadores que
utilizan la siguiente expresion recursiva:

241 = (a-z; +c)modm, >0,

a partir de una semilla aleatoria dada zg, considerando como secuencia de
bits, el bit de paridad (es decir, el bit menos significativo) de cada uno de
los niimeros x; generados.

2. Generadores cuadrdticos: son los generadores definidos por
Tiv1 = (a-2? +b-2;+c)modm, i>0.

También en este caso se considera como secuencia la definida por
paridad(z;).

3. Generadores de registro de desplazamiento realimentados linealmente
(LFSR): son generadores cuya regla de recurrencia estd definida por:

Ti=a1 Ti1DPay Tio®...0Da - Tj_p, T>T,

siendo @ la operacion XOR.

4.2 Los AC de Wolfram como cifradores en flujo

Como ya hemos mencionado, una de las principales aplicaciones de los AC a la
criptografia es su uso como generadores de bits para los cifrados en flujo. En
esta seccién veremos cémo los AC lineales, en particular los AC de Wolfram,
pueden generar nimeros pseudoaleatorios.

Consideraremos los AC de Wolfram definidos por las reglas de transicién
nimeros 30 y 45, respectivamente, que parecen ser los que tienen mejores
propiedades como generadores de bits pseudoaleatorios ([31]):

a§t+1) _ ( (t) +a (t)1+a(t) 521) mod 2

— /Y, XOR ( M oRra?)), (3)
oD (1+a (t) EION 521) mod 2

= o/, XOR ( @ OR (NOT agﬂl)) (4)

Los diagramas de evolucién de cada uno de los dos AC anteriores pueden
verse en las Figuras 7 y 8, respectivamente.
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l—I'! _n

Figura 8. Diagrama de evolucién del AC de regla 45

La obtencién de tales representaciones se ha hecho de forma andloga a como
se hizo para el AC definido por la regla dada en (2) (ver Figura 6). En este caso,
se han considerado 50 iteraciones para cada uno de los dos AC definidos en (3)
y (4) con la misma configuracién inicial, a saber:

(0, (39.0,1,0, §539,0) :

Se podria pensar en utilizar estos dos AC como generadores pseudoaleatorios
sin mas que considerar como semilla a la configuracién inicial y tomar como
salida la lista de ceros y unos definida por la dltima configuracién. Sin embargo,
hacerlo asi supondria que se generaria una lista de tantos bits como bits de
partida, dado que el nimero de células de todas las configuraciones es el mismo,
por lo que este procedimiento no parece adecuado. Si lo que se desea es obtener
una secuencia de bits cuya longitud sea mucho mayor que la longitud de la
semilla o configuracién inicial, es conveniente considerar como secuencia de
salida la evolucién de una de las células del AC. Con ello sélo haria falta conocer
el estado inicial de unas pocas células e iterar el AC tantas veces como bits se
requieran.

Si se considera como salida del AC la evolucién de la célula central (sin
considerar su estado inicial), a lo largo de 100 iteraciones, para la configuracién
inicial o semilla dada por

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),, (5)
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se tiene la siguiente salida de 100 bits:

10,11,1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,
.,11,01,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,
o,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0, 0. (6)
El diagrama de evolucién en este caso se presenta en la Figura 9 (la evolucién

de la célula central se ha girado 90 grados y sigue un recorrido evolutivo de
izquierda a derecha).

Figura 9. Diagrama de evolucién del AC de regla 30 con 100 iteraciones

Se puede observar que con la configuracién inicial de 25 células dada en
(5), se ha obtenido la secuencia de 100 bits presentada en (6), si bien esta
longitud podria ser mucho mayor sin méas que iterar més veces la evoluciéon del
AC considerado.

La decisién de la secuencia de bits a utilizar como salida dependera del tipo
de AC de que se trate. Téngase en cuenta que exiten AC cuya evolucién es muy
simétrica, lo que dificulta su uso como generadores de niumeros pseudoaleatorios.
Como ejemplo puede verse el AC definido por la regla 22, cuya expresién es:

12— 7

aEHl) = (a(»t)l + agt) + agi)l + al(-t,)l -al") 'a§21) mod 2

y cuya representacion se muestra en la Figura 10.

Figura 10. Diagrama de evolucién del AC de regla 22

Una vez que se ha generado una secuencia pseudoaleatoria de bits (formada
por los valores de los estados de las células que ocupan la posicién (i) a lo
largo del tiempo), se puede considerar el cifrado en flujo cuya clave secreta
(que comparten tanto el remitente como el destinatario del mensaje) es la
configuracion inicial considerada.
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Ejemplo. Supongamos que se tiene el AC definido en (3), para el que se utiliza la
semilla (5) y como salida de bits pseudoaleatorios la dada en (6). Para obtener
el criptograma, C', correspondiente al mensaje

SECRETO

basta con concatenar el valor en binario de cada una de las letras del mensaje,
segin el cédigo ASCII, y luego sumar, bit a bit, el mensaje obtenido, M, con
la secuencia de bits o clave, K:

S E c R E T o
M :01010011010001010100001101010010010001010101010001001111
K :10111001100010110010011110111101011110101001000101110000
C:11101010110011100110010011101111001111111100010100111111
3 i d i ? N ?

A

De este modo, el criptograma que se envia es el siguiente:
&ldi?A?

El destinatario recupera el mensaje original sin mas que concatenar el valor
en binario de cada una de las letras o simbolos del criptograma recibido y sumar,
bit a bit, el criptograma, C', con la clave, K, dado que esta operacién es una
involucién.

La seguridad de este criptosistema estd basada en la impredecibilidad de la
clave K, es decir, en la dificultad de poder obtener la secuencia pseudoaleatoria
generada por el AC. De ahi la importancia de que los AC elegidos como
generadores de bits pseudoaleatorios tengan buenas propiedades estadisticas.

En [11] se estudia la seguridad del criptosistema definido anteriormente con
el AC dado en (3) mediante el ataque al texto claro conocido. Los autores
desarrollan un algoritmo de criptoandlisis para este AC, de modo que el ataque
tiene éxito sobre un PC si el tamano de la clave (es decir, el nimero de células
de la configuracién inicial del AC) estd comprendido entre 300 y 500 bits. Para
adversarios con mayores potencias de cdlculo (por ejemplo, computacién en
paralelo), se recomienda que el tamano de la clave sea superior a 1000 bits. El
ataque se fundamenta en el hecho de que a partir de la expresién dada en (3),
es posible obtener la siguiente férmula lineal en a;_; para el instante ¢:

o, = (oD 4 a0 4, 40 a2, ) mod2, %
que permite calcular el valor del estado de la célula (i — 1) en un instante dado,
en funcién de los valores de los estados de las células (i) e (i + 1) en el mismo
instante y de la célula (i) en el instante siguiente. Es decir, si se conocen los
valores de n estados consecutivos de la célula (i) y de n — 1 estados de la célula
adyacente (i 4+ 1), es posible deteminar n — 1 estados de la otra célula adyacente
a la célula (i), esto es de la (i — 1). En efecto, consideremos el siguiente
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Ejemplo. Supongamos que se conocen los valores de n = 5 estados de la célula
(5) para los instantes ¢, ...,t+4: (0,0,1,1,0) y de n — 1 = 4 estados de la célula
adyacente (6) para los instantes t,...,¢+ 3: (1,1,1,0). Entonces, aplicando la
expresién (7) para el instante ¢ + 3 y para el estado i — 1 = 4, se tiene

af;HS) N (aét+4) n aét+3) i aét-i—?;) T agt+3) .aét+3)) mod 2
= (0+14+0+1-0)mod2=1,

ahora, reiterando esta misma expresion, se calculan los siguientes valores:

aff”) _ ( (++3) o (t+2) | aét+2) n a(t+2) aét+2)) mod 2
= (1414141 -1)mod2=0,
A (a ) )y D) ) gH)) mod 2
= (14+0+1+40-1)mod2 =0,
aff) = aéH_l) + aét) + aét) + agt) . aét)> mod 2

= (04+0+140-1)mod2 =1,

con lo que se obtienen los valores de los estados de la célula (4) para los instantes
t,...,t+3:(1,0,0,1).

A partir de la expresién (7) y con el criptosistema descrito anteriormente, si
se considera el ataque al texto claro conocido, se dispone de la pareja formada
por un trozo de texto claro y su correspondiente criptograma. Sumando bit a
bit ambas secuencias, se obtiene la evolucién de la célula que ocupa la posicion
i-ésima, es decir, una parte de la secuencia cifrante. Ahora bien, por la férmula
(7) si se conocieran ademés los estados de la célula (i + 1), adyacente a la célula
(i), en cada instante de tiempo, se podria recuperar el diagrama de evolucién
completo del AC utilizado y, en particular, la configuracién inicial, esto es,
la clave del criptosistema que permitiria descifrar cualquier otro criptograma.
Asi pues, este ataque prueba que el conocimiento de la evolucién de la célula
(i +1) es equivalente al conocimiento de la clave. A partir de este hecho, el
criptoandlisis s6lo busca cémo determinar dicha evolucion.

Concretamente, el algoritmo dado en [11] permite obtener la clave de 2n+ 1
bits del criptosistema a partir del conocimiento de n bits de la secuencia cifrante,
que es la evolucion de una de las células del AC. Para ello se supone que la célula
cuya evolucién se conoce es la central, es decir, se conocen los n valores aEtJrk),
con k =0,...,n— 1. A continuacién se generan de forma aleatoria los n — 1
valores de las células que estan a su derecha para el instante ¢, es decir, agj,
con j =1,...,n— 1. A partir de aqui, se determinan los valores de las células
que aparecen en el tridngulo derecho de la configuracién del AC, es decir, los
estados de las células aEJ:; ), siendo j = 1,...,n—k,con k = 1,...,n— 1.
Posteriormente se deduce el valor de las células del tridngulo izquierdo, es decir,
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de agtj;k), siendo k = 0,...,mn — j,con j = 1,...,n— 1. Con ello se obtiene la

configuracién inicial completa que corresponde a la secuencia cifrante del AC
dado. Se puede comprobar que con la configuracién inicial obtenida se genera un
AC que tiene como evolucién de la célula (i) la dada originalmente. El algoritmo
escrito en pseudocddigo es el siguiente:

L. For j from 1 to n — 1do aj,; := rand(0.,1)

2. For k from 1 ton —1 do
For j from 1 ton — k do
k. (k1 k—1 k—1 k—1  k—1
afp; = (ap g +apyj+ap i Fayyi-ap i) mod2

3. For j from 1 ton —1 do
For k from n — j by —1 to 0 do

koo (gt k k k gk
ap_; = (an T an_ji1 +ay_jptag i al_j ) mod2

A modo de ejemplo, se presenta el siguiente caso.
Ejemplo. Supongamos que la secuencia cifrante viene dada por los siguientes n =
11 valores: s = (1,0,1,1,0,0,1,0, 1,1, 1). Aplicando el primer paso del algoritmo
obtenemos los siguientes n — 1 = 10 valores aleatorios: 1,1,0,0,1,0,1,1,1,0.
Mediante el segundo paso del algoritmo se construye el triangulo de la derecha:

1100101110
1101 00
0 0011
1 01 1
1 01
1 0
1

=R e i e Bl e B e R an)
R R, ORRFERFERF~O
_— 0 O OO ==

o

Con el siguiente paso se determina el tridangulo de la izquierda:
100 1 01 10

1 11
0 0
0

—_ -0 O

= o e

O OO OO

O O o
= Ok, O, OFRO
O = = OO O =

o

Finalmente, se puede comprobar que la configuracién inicial (esto es, la
clave) de 2n — 1 = 21 bits obtenida

c©® =(1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0)
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genera, mediante el AC, la secuencia cifrante original. En efecto, la evolucién
del AC con dicha configuracién es la siguiente:

s}
s}
an)
an)
s}
—_

OO R MFHEFFEFOOO K =
OO HR O RFRRFERFEOR
— O oo OoOH+HOOF
== =0 00k OO0
— O == O MFMFEOO
—H O OO, RFRORFRRF KR
=== OO0 00O
OO OO M P
—F R R, PO, O~ROR
OO O R FPF OO O
=== OO, OO FEO
— O R ORFRMFOOOO
— O = O O
—_ —_ O OO0 MF~O
O OO R P MHRFRORFO
R OO0 000 OO m -
ORrRr R KRR RFRFRRPRLROOO
O OO OO O -
R RO RO
H O, O, OF,OOO
ORrR OO0, RFOO

o
o

Obsérvese que el algoritmo requiere del conocimiento de n bits de la

secuencia cifrante, es decir, de n valores de la evolucién de una célula para
poder determinar una clave de 2n — 1 bits (esto es, una configuracién de 2n — 1
células). Asf pues, si se conocen menos de n valores de la secuencia cifrante, no
es posible recuperar la clave original, supuesto que ésta tenga 2n — 1 bits. En
efecto, basta con observar cémo en el siguiente ejemplo, no se recupera la clave
original, lo que lleva a que la evolucién de la célula central del AC obtenido con
el algoritmo anterior no conduzca a la secuencia cifrante de partida.
Ejemplo. Supongamos ahora que la clave tiene la misma longitud que antes, es
decir, 2n — 1 = 21 bits, pero sélo se conocen 6 valores de la secuencia cifrante:
(1,0,1,1,0,0). En este caso, el algoritmo anterior darfa la siguiente evolucién y
configuracion inicial:

o =

— = O

= O = O

O = O =
OO = = O =
(s B en B e B an B
_ = O =

— = O

mientras que la evolucién del AC con la clave obtenida proporciona los siguientes
resultados:

11001111001
001 1 10O0O0T1T11
11100101100
1001 1 101011
01110001010
11001011011
0011 10100O0T1O0
100 01010110
11011010101
0001 0O01O0T1O01
0 01 11110101
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Como se puede ver, no todos los valores de la evolucién de la célula central
de este caso (1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,1) coinciden con los valores de la secuencia
dada en el primer ejemplo: s = (1,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1).

Para el AC definido en (4), el criptoanélisis es atin mds efectivo, es decir, se
deben considerar claves de longitudes mayores para obtener la misma seguridad
que con el AC definido en (3).

5 Los AC como generadores de claves

En numerosos criptosistemas es necesario generar claves numéricas de forma
aleatoria. Por ejemplo, en el criptosistema RSA ([18, 20]) hace falta obtener dos
nameros primos grandes, de modo que a partir de ellos se genere el médulo para
la clave publica. También hace falta generar una clave de sesién a la hora de
cifrar mediante otros muchos criptosistemas, como, por ejemplo, en el propuesto
por ElGamal ([3]), basado en el logaritmo discreto. Por tanto, y dado que los AC
de Wolfram pueden generar ntimeros aleatorios, cabe la posibilidad de utilizarlos
con este fin.

En general, las claves numéricas que se utilizan vienen caracterizadas por
su longitud, de ahi que para generar una clave de k bits sea necesario partir
de una determinada configuracién del AC de Wolfram definido en (3) e iterarlo
k veces. Si la unica restriccidn es que la clave sea aleatoria y de k bits, para
garantizar que el nimero a obtener tenga exactamente k bits se puede generar
una secuencia pseudoaleatoria de k — 1 bits y anadir un bit 1 a la izquierda.
Posteriormente, si se desea que la clave generada sea un nimero en base 10,
bastard con transformar la coleccién de bits, considerada como un nimero en
binario, a base decimal.

Ejemplo. Si se desea generar una clave de 256 bits, bastard con utilizar una
configuracion inicial de, por ejemplo, 25 células e iterar el AC 255 veces. Asi, si
la configuracién inicial es

(0,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0),

después de 255 iteraciones se obtiene la siguiente secuencia pseudoaleatoria de
bits:

0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0, 1,
o1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0, 1,
o1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1, 1, 0,
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0, 0,
1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0, 0,0,
o,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0, 1,
1,0,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,1,1,0,0, 1, 1,
0,1,1,0,1,0,1,0,0, 1.
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Como dicha secuencia comienza por 0, al anadir el bit 1 delante y convertir
el nimero obtenido en base decimal, se obtiene que el valor de la clave es un
nimero de 77 digitos:

77330 85567 53433 11675 30533 45272 09632 25354 28229 51380 28346 06129
11250 49192 67608 73.

En el caso de que se deseen generar nimeros con otras condiciones anadidas,
como ser primos, por ejemplo, se puede realizar el proceso anterior de forma
parecida, si bien se deberd utilizar algin criterio o test que asegure (aunque
sea de forma probabilistica) que el nimero obtenido sea primo. Una forma
de ahorrar algin tiempo de computaciéon para generar un nimero primo de
exactamente k bits, consiste en generar una secuencia pseudoaleatoria de k — 2
bits y luego anadir sendos bits 1 al inicio y al final de dicha secuencia. De
esta forma queda garantizado que el nimero decimal en el que se convierte
dicha secuencia tiene exactamente k bits y que es impar (hecho que se deduce
porque el ultimo bit del nimero —el bit de paridad— es un 1). En el caso del
nimero generado anteriormente, se puede afirmar que es compuesto dado que
su factorizacion como producto de primos es la siguiente:

19-29- 313 - 2663 - 125093
- 1346023694316866997551227374112895407476083323419667212185295469.

Uno de los criterios de primalidad més extendidos es el debido a Miller-Rabin
([4, 12]). Este es un test probabilistico para decidir si un niimero dado es o no
primo y estd basado en los pseudoprimos de Euler (dados dos niimeros enteros,
a'y n, se dice que n es un pseudoprimo de Euler de base a si son primos entre
siysiam /2= (%) mod n, donde (%) representa el simbolo de Legendre). Si la
salida del test afirma que el nimero es compuesto, entonces el nimero evaluado
es, en efecto, compuesto; mientras que si la salida del test indica que es primo,
dicho ntimero es primo con una probabilidad 1 — (1/4)", siendo ¢ el niimero
de veces que se lleva a cabo el test. Por tanto, para obtener una probabilidad
del 99,99 % de que un nimero dado sea primo, basta con ejecutar el test de
Miller-Rabin ¢ = 7 veces para diferentes valores de la base. Como ejemplo de lo
que acabamos de senalar presentamos el siguiente

Ejemplo. Si se desea generar un nimero primo de 100 bits,
consideramos la siguiente configuracién inicial para el AC:

(1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0,0)
y lo iteramos 98 veces, obteniendo la siguiente secuencia de bits:

1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,1, 1, 0,
0,0,0,1,0,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1, 1, 0,
1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0, 1,0.
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Anadiendo ahora un bit 1 al inicio y otro al final de la secuencia anterior, se
obtienen 100 bits. La expresién de esta secuencia de bits en base 10 es

950984169159075177987037645301.

Ejecutando el test de Miller-Rabin 7 veces a dicho ntimero se obtiene como salida
que dicho ntimero es primo, por lo que se puede asegurar con una probabilidad
del 99,99 % de que lo es.

6 Conclusiones

En el presente articulo hemos definido y senalado algunas caracteristicas y
propiedades de los autématas celulares, en particular, de los AC lineales vy,
de forma ma&s concreta, de los llamados autématas celulares de Wolfram. De
entre todos ellos, nos hemos detenido con mayor detalle en el definido por la
regla 30. También hemos presentado algunas nociones basicas de criptografia
con el fin de comentar algunas aplicaciones de los AC a esta ciencia. A
modo de resumen podemos senalar que los autéomatas celulares lineales, y
principalmente el definido por la regla 30, que es el que presenta mejores
propiedades pseudoaleatorias, pueden ser utilizados como generadores de bits
pseudoaleatorios con diferentes propdsitos. Uno de ellos es el de ser utilizados
en el algoritmo que genera la secuencia cifrante en los cifrados en flujo, siempre
que se tengan en cuenta determinadas precauciones. Estas precauciones estan
relacionadas con temas referidos a su seguridad o impredecibilidad, dado que
existen procedimientos y algoritmos que permiten determinar la secuencia
generada por un AC, si la longitud de la configuracién inicial, que es utilizada
como clave, no es lo suficientemente grande. Por otra parte, también hemos
senalado la posibilidad de utilizar las secuencias de bits generadas por un AC
de Wolfram como claves de sesion, o para generar determinadas claves parciales,
verificando propiedades particulares, como ser niimeros primos, por ejemplo.
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Resumen

Uno de los conceptos mas importantes para la descripcion del
comportamiento asintético de ecuaciones en derivadas parciales de
evolucién disipativas es el de atractor global. Presentamos los trabajos
realizados en esta linea para ecuaciones en derivadas parciales estocasticas
(presencia de ruidos en alguno de los términos), para inclusiones
diferenciales (es decir, en donde la variacién de la variable incégnita no
verifica una determinada expresién, sino un conjunto de expresiones), para
ecuaciones con retardo (modelos que tienen en cuenta en cada instante
parte de la dindmica pasada) y para ecuaciones en derivadas parciales no
auténomas (es decir, donde los términos que afectan a la incégnita son
dependientes del tiempo). Esta diversidad de situaciones nos ha obligado a
adentrarnos en disciplinas a veces muy distintas del Anélisis Funcional, las
funciones multivaluadas o los procesos estocéasticos, o teorias como la de
la medida o la de la dimensién de conjuntos. En una cantidad importante
de los trabajos que resumimos hay una idea motor de fondo que recorre
todos ellos: el hecho de poder describir la dindmica infinito dimensional
propia de estos modelos con sélo una cantidad finita de grados de libertad.

Palabras clave: Sistemas dindmicos estocdsticos, atractores aleatorios,
iclusiones diferenciales
Clasificacién por materias AMS: 60H15, 37L30, 37B55, 49K20

1 Introduccién

1.1 Teoria de atractores globales

No cabe duda de la fuerza y aptitud que las Ecuaciones en Derivadas Parciales
(EDPs) tienen a la hora de modelizar fenémenos de distintas disciplinas

Fecha de recepcién: 9 de abril de 2002
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cientificas como la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Economia, la Ingenieria,
ete.

Podemos expresar, de manera general, una ecuacién en derivadas parciales
de evolucién auténoma como:

ou
{ % = F(u), t>0,ze€DcCR" (1)
u(0,2) = wup(z),

donde u = u(t,x) es la funcién a determinar que representa cierta propiedad
de determinado fenémeno natural y F' indica el conjunto de transformaciones,
en general no lineales, que manifiestan la manera en que u cambia cuando el
tiempo evoluciona.

Cuando un comportamiento del mundo real puede ser descrito mediante
un buen modelo a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales, en cierto
modo hemos sabido desentranar las propiedades que describen la dindmica
del fenémeno estudiado a partir de un conjunto de ideas e instrumentos
matematicos. Pero el objeto del modelado no es sélo entender el fenémeno,
sino mucho maés importante, predecir el comportamiento futuro del mismo. En
este sentido, una de las preguntas béasicas para cualquier modelo en EDPs es
aquélla acerca de su comportamiento asintético, esto es, cuando el tiempo crece
y tiende a infinito.

Es comin por otra parte que, debido por ejemplo a la friccién, muchos de
estos sistemas tengan la propiedad de “perder energia’; desde un punto de
vista matemaético esta propiedad conduce al concepto de disipacion. Es decir,
las soluciones del sistema permanencen en un acotado fijo para tiempos grandes.
En este sentido, todo el comportamiento asintotico de las soluciones se da en
un conjunto acotado del espacio de fases H (L?*()), por ejemplo) en donde
evolucionan las soluciones, lo que supone una simplificacién interesante en la
dindmica del modelo (ver Figura 1). Sin embargo, atin este conjunto puede ser
significativamente grande.

Hace ya mas de tres décadas el concepto de atractor global fue introducido
para explicar con mads precision el comportamiento asintotico de los sistemas
disipativos. Desde entonces, podemos contar por miles los trabajos de
investigacion que se han centrado en este concepto y variantes del mismo,
dando lugar a verdaderas nuevas ramas de la teoria de Sistemas Dindmicos
(ver los trabajos de Hale [41], Temam [62], Babin y Vishik [4], Vishik [64],
Ladyzhenskaya [44], Robinson [57]).

Dada una solucién de un sistema de EDPs autéonomo para el cual suponemos
existencia y unicidad de soluciones, definimos el correspondiente semigrupo
S(t) : H — H, mediante la igualdad S(t)ug = u(t;ug), donde u(t;up) es la
solucién de (1) en el tiempo ¢ que estaba en ug para ¢t = 0. Un atractor global A
es un conjunto compacto del espacio de fases H, invariante para el semigrupo,
i.e. verificando S(t)A = A para todo t € RT y que atrae de manera uniforme a
todos los acotados D C H, es decir,

i dist(S(t)D, A) =0,
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x(tu))

x(l;vo)

time T Tw)

Figura 1: Conjunto acotado B C R que absorbe soluciones del sistema (1) que
comienzan en ug, vg.

con ‘dist’ la semidistancia de Hausdorff. Cuando determinamos un atractor
global para un sistema, estamos precisando dénde se da la dindmica asintdtica
del mismo, prediciendo asi el futuro de los fenémenos asociados.

1.2 Dimensién del atractor global

Sin duda, una de las propiedades mas interesantes de los atractores globales para
EDPs es que, en muchos casos interesantes (por ejemplo para las ecuaciones de
Navier-Stokes), se trata de conjuntos de dimensién fractal (y, por tanto, de
dimensién de Hausdorff) finita, es decir,

1 log(N:(A))
dp(A) =limsup =07

Aqui, N.(A) indica el minimo nimero de bolas de radio & necesarias para
recubrir A. Esto significa que, aunque el espacio de fases es un espacio infinito-
dimensional, lo que determina el comportamiento asintético es un conjunto, de
extremada complejidad geométrica en algunas ocasiones, pero que puede ser
descrito a partir de un nimero finito de variables. La pregunta que hace ya
décadas importantes investigadores se hicieron fue la siguiente: ;Es cierto que
para tiempos grandes los sistemas dindmicos disipativos e infinito-dimensionales
tienen tunicamente una cantidad finita de grados de libertad? O, mucho
mejor, jexistirdn ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) que describan
el comportamiento asintético de las EDPs disipativas? Estas preguntas han
conducido, bajo mi punto de vista, a los resultados més bellos e interesantes
en la teorfa de sistemas dindmicos en dimensién infinita (ver Foias et al. [38],
Robinson [57], Eden et al. [32]). Por otra parte, han motivado buena parte de
nuestra investigacion hasta el momento.

< Ho00.
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El interés que posee la descripciéon con un ndmero finito de grados de
libertad la dindmica asintética de un sistema dado tiene una clara motivacion:
la posibilidad de usar técnicas y razonamientos propios de las EDOs para el
tratamiento de EDPs.

2 Atractores aleatorios

2.1 El concepto de sistema dinamico

Consideremos la siguiente EDPs estocéstica

Ju dW,

- — > n

5 F(u) + g(u) . t>0,zeDCR", (2)
w(0,2) = (),

donde dg‘t/‘ es la derivada temporal de un proceso de Wiener W; definido en el
espacio de probabilidad (2, F, P) y g(u) = Cte. 6 g(u) = u (es decir, estamos
en los casos de ruido aditivo o ruido lineal multiplicativo).

Hasta hace pocos anos no existian herramientas apropiadas para describir el
comportamiento asintético de EDPs estocésticas en el espacio de fases, es decir,
en analogia a lo que ya era bien conocido en el caso determinista. Conceptos
como medidas invariantes o atractores de probabilidad eran usados con mas o
menos éxito (Schmalfuss [60], Morimoto [54]). Por otro lado, en los anos ochenta
fue desarrollada la teorfa de flujos estocdsticos (Elworthy [33]), que dio lugar
en los noventa a la de sistemas dindmicos aleatorios (Arnold [1]).

2.2 Nuevos conceptos para el analisis asinté6tico en tiempo

No fue hasta 1994 cuando se dispuso del marco necesario para poder introducir el
concepto de atractor aleatorio para ciertas ecuaciones diferenciales estocasticas
(véase Crauel y Flandoli [28]; véase también un resumen sobre esta teorfa en
Caraballo y Langa [15]). Ni siquiera el marco conceptual estaba desarrollado;
por otra parte, para generalizar a esta situacion el concepto de atractor global
determinista hay grandes dificultades. Por un lado, una ecuacién diferencial
estocdstica puede, en ciertas circunstancias, ser interpretada como una ecuacion
perturbada con términos no auténomos (esto hace necesario definir, en vez de
un semigrupo de operadores, una familia biparamétrica de operadores S(t,s) :
H — H,t > s).Por otro lado, la presencia de términos estocdsticos (procesos de
Wiener en sentido de Ito o de Stratonovich) hace necesario en realidad trabajar
con procesos tri-paramétricos S(t, s,w) : H — H,donde w € Qy (Q, P, F), es el
espacio de probabilidad asociado. De hecho, existe un grupo de transformaciones
{6; : Q@ — Q, ¢t € R} tal que (t,w) — 6w es medible, 8y = id, ;45 = 0:05 v
S(t,s,w) = S(t—s,0,0sw), para s,t € R (ver Crauel et al. [27]).

La familia de operadores S(t, s,w) se denomina sistema dindmico aleatorio
(SDA).

Una nueva dificultad se anade: los sistemas dejan de ser disipativos, en el
sentido de que, debido a las fuertes fluctuaciones provocadas por los términos
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estocdsticos, cabe esperar que la evolucién de cualquier solucién del sistema se
salga de todo conjunto acotado del espacio de fases. Sin embargo, bajo ciertas
condiciones, el efecto disipativo ejercido por los términos de difusién permanece
presente, aunque mas débilmente, como se pone de manifiesto, por ejemplo, en
Caraballo et al. [21]. En Crauel y Flandoli [28] se propone la siguiente definicién
del concepto de atractor global estocéstico:

Definicién 1 Un conjunto aleatorio Alw) (A : Q@ — P(H), P(H) es el
congunto de las partes de H) es el atractor aleatorio asociado al SDA S si
se tiene P — c.s. lo siguiente:

i) A(w) es un conjunto aleatorio compacto; es decir, A(w) es compacto y
para todo x € H la aplicacion w —dist(z, A(w)) es medible,

it) S(t,s,w)A(fsw) = A(Q;w) Vt > 0 (invarianza) y
i11) para todo B C X acotado

lim dist(S(0,—s,w)B, A(w)) =0 (propiedad de atraccion “pullback”).

s§—+00

Nota: Para cada x € B, S(0,—s,w)z puede interpretarse como la posicién
en el tiempo final (el presente) t = 0 de la trayectoria que estaba en x en el
instante inicial —s (el pasado). Asi, la propiedad de atraccién se da en relacién
al comportamiento asintético de los tiempos iniciales (en el pasado), fijando
el tiempo final. Observemos que esta interpretacién también es vélida para
atractores globales clasicos.

El resultado general sobre existencia de atractores aleatorios es el siguiente,
debido a Crauel y Flandoli ([28], Teorema 3.11). Se trata de una generalizacién
de los resultados clasicos de existencia de atractor global en el caso determinista
auténomo:

“Supongamos que existe D(w) absorbente y compacto, es decir, tal que para
todo acotado B C X existe un tiempo T'(B,w) verificando S(0, —s,w)B C D(w)
para todo s > T(B,w). Entonces existe un uinico atractor aleatorio para el SDA

S(t,s,w).”
El mismo concepto de atractor es valido para EDPs no auténomas
0
— = F(t,u),
5 = ()

donde F es, en general, no acotada (Kloeden y Schmalfuss [43]). En efecto, en
este caso definimos una familia biparamétrica de procesos (Sell [61]) S(t,s).
Diremos que la familia de conjuntos compactos {A(t) }+er es €l atractor (global)
no auténomo asociado a S si es invariante, es decir,

S(t, s)A(s) = A(t), para todo t > s,
y atrae a todos los conjuntos acotados B C H, esto es

lim dist(S(t, —s)B, At)) =0, VteR.

s——+00
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Observamos en las Figuras 2 y 3 que los conceptos de invarianza y atraccién
difieren bastante de los conceptos clasicos para atractores globales de EDPs
deterministas y autéonomas.

(XA
—— X(TX,)

Figura 2: Atraccion “pullback” hacia el conjunto K(to) de las trayectorias que
comienzan en el punto xo en una sucesion de instantes iniciales {T,} que tiende
a —00.

Chepyzhov y Vishik [24] definieron, con otra terminologia, un concepto
similar de atractor para EDPs no auténomas disipativas.

Para una ecuacién a la vez no auténoma -en términos deterministas- y
estocastica, es posible definir el marco de sistema dindmico y el concepto
de atractor no auténomo y aleatorio {A(t,w)}ier weq tal y como aparece en
Caraballo y Langa [14].

3 Los resultados sobre semicontinuidad superior

La primera observacién que hemos indicado a partir de las definiciones anteriores
es que el concepto de atractor difiere sustantivamente del de atractor global para
EDPs deterministas y auténomas. En efecto, permitir que la ecuacién posea una
propiedad de disipatividad sélo si la analizamos asintéticamente respecto de los
tiempos iniciales ha hecho que, por un lado, la propiedad de invarianza sea
posible si consideramos una familia de compactos que, en general, no tiene por
qué estar acotada; por otro lado, también ha hecho que la propiedad de atraccién
tenga que ser definida con referencia a tiempos iniciales y para tiempos finales
fijos. Ademds, como mencionamos anteriormente, otros conceptos de conjuntos
atrayentes para estas ecuaciones habian sido previamente introducidos en la
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: A(t) =7S(t,,0)A(0)
A(t) =S(t,HAC)

A(0) =S(t,tA(t)

Figura 3: Propiedad de invarianza del atractor no auténomo A(t).

literatura.

Por todo ello, lo primero que quisimos investigar era si las definiciones
anteriores eran apropiadas en el sentido de, en el caso de interpretar las
ecuaciones estocdsticas y/o no auténomas como pequenas perturbaciones de
EDPs disipativas, deterministas y auténomas, era posible obtener resultados
de perturbaciéon y convergencia para los atractores asociados. En efecto, en
Caraballo et al. [6] y Caraballo y Langa [14] pudimos establecer resultados
generales que garantizaban lo siguiente:

Supongamos que tenemos un semigrupo de operadores asociado a una EDP
determinista y auténoma Sy : Ry x H — H en las condiciones de existencia de
atractor global A. Perturbemos el sistema mediante términos no auténomos y
estocdsticos dependientes de un pequenio pardmetro o € (0,1], de manera que
obtengamos familias de procesos

S, RxRxQx H—H

para los que suponemos que existen conjuntos absorbentes compactos K, (t,w)
y, por consiguiente, atractores aleatorios A, (t,w). Supongamos que se verifica:

(H1) Para todow € Q y todo t € R,
dist (S, (¢, 0,w)x, Sp(t)x) — 0, cuando o \, 0

uniformemente en los acotados de H.
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(H2) Existe un compacto K C H tal que

lim dist(K, (1,0), K) =0, V€ Q, Vi €R.

Entonces se tiene el siguiente

Teorema 1 Bajo las condiciones (H1) y (H2)
lim dist(A,(t,w), A) =0, YweQ, VteR.

o\\0

En particular, este resultado garantiza que el concepto de atractor no
auténomo y aleatorio es la “buena’ generalizacion para el estudio de propiedades
asintoticas de este tipo de EDPs.

Este resultado es de cardcter general, y pudo ser aplicado a distintos
modelos, como las ecuaciones estocasticas bidimensionales de Navier-Stokes,
ecuaciones de reaccién-difusién (Caraballo et al. [6]), y ecuaciones diferenciales
no auténomas y estocdsticas del tipo du = f(¢,u) dt+u dW; (Caraballo y Langa

[14).

4 Comportamiento asintético finito-dimensional

4.1 El caso estocastico

Anteriormente nos referimos a que una de las propiedades més interesantes
de la teoria de atractores globales era que, en muchos casos, se trataba de
conjuntos compactos finito-dimensionales. En el caso estocéstico, los mejores
resultados acerca de la dimensién finita de atractores aleatorios aparecen en
Debussche [31] (ver Flandoli y Langa [34] y Langa [52] para su aplicacién a
las ecuaciones de Navier-Stokes). En estos trabajos se muestra que, para cada
w € Q, el atractor A(w) posee dimensién fractal finita, siendo ésta uniforme para
todos los w € Q. Por otro lado, puede ocurrir que U, ec0.A(w) sea un conjunto no
acotado y, ademas, que dim(U,eqA(w)) = 400, donde ‘dim’ senala la dimensién
de Hausdorff o dimension fractal del conjunto. Es decir, la descripciéon global
del comportamiento asintético del sistema se hace sobre un conjunto no acotado
e infinito-dimensional.

Por otro lado, si es posible dar resultados que relacionan de manera precisa
la dindmica asintética de los sistemas con la dindmica que podemos observar en
los atractores. En efecto, tanto para atractores globales deterministas (Langa y
Robinson [46], Langa [48]) como para atractores aleatorios (Caraballo y Langa
[7]), es posible demostrar que, para cualquier trayectoria del sistema, existe una
sucesién de trayectorias en el atractor que describen la dindmica de la misma
con una precisién tan certera como deseemos:

Proposicién 2 Supongamos que el proceso S(t,s) satisface, para L > 0,
uy,uo € H,
|S(t, s)us — S(t, s)us| < exp(L(t — s))|ur — usal. (3)
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Sean ug € H y {e,}, {Tn} sucesiones positivas con e, \,0 y Tpop1 — Ty, / +00
. Entonces existen unos vy, con {v,}nen, vn € A(Ty) para todo n € N y una
sucesion {1, tnen no creciente, tales que,

sup |S(Tn+t7‘s)u0 7S(Tn+taTn)rUn| <eép.
§<7p; 0<t<Tpy1—Tn

Ademds, los “saltos” entre dos trayectorias consecutivas verifican

lim |S(Th41,Tn)vn — Vnt1]| = 0. (4)

Por tanto, la pregunta que surge a partir de estos resultados y los de
Debussche antes citados es ésta: jPueden dar los atractores aleatorios alguna
informaciéon sobre la dependencia de un numero finito de parametros del
comportamiento asintético de los sistemas estocasticos? El resultado principal
en este contexto, con respuesta afirmativa, aparece en Flandoli y Langa [34] y
ha influido en varios trabajos posteriores (Chueshov [25], Chueshov et al. [26],
Flandoli y Berselli [5]).

Para ello tuvimos que generalizar al caso estocastico la propiedad de
aplastamiento (la “squeezing property” ), de gran utilidad en el caso determinista
(ver Robinson [57]). Consideremos un proyector ortogonal Py = P de H
sobre el subespacio finito-dimensional PH (N denota la dimensién de P). Sea
Q : H — QH el proyector asociado sobre su complemento ortogonal QH,
iie. @ = I — P. En las aplicaciones, P denota el proyector ortogonal sobre
las N autofunciones de cierto operador lineal (el Laplaciano, por ejemplo).
Supongamos (propiedad de aplastamiento) que, asociado al sistema dindmico
aleatorio S(t,s,w) y al par (P,Q), existen § € (0,1) y una variable aleatoria
¢(w) de esperanza finita tales que, o bien

‘Q(S(la O,LU)U - S(la O,W)U)‘ < ‘P(S(lvovw)u - S(l,O,w)v)|,

o bien

1
S(1,0.0)u = 5(1,0,0)0] < expl | (0,0 ds)fu o,
0
para todo u,v € K(w), con K (w) un conjunto absorbente y compacto arbitrario.

Teorema 3 En estas condiciones, st para k > 0,

lim e |P(S(t,0,w)u — S(t,0,w)v)| =0,

t—+o0

entonces
lim e*=EC@| 5t 0,w)u — S(t,0,w)v| = 0.
t——+oo
Obsérvese que la propiedad sobre modos determinantes se da tomando limites
cuando el tiempo crece hacia +o0o, que los datos iniciales han de estar en el
conjunto absorbente K (w) y que sélo se verifica si suponemos una convergencia
exponencial a cero de los primeros modos asociados a las soluciones.
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4.2 Modos determinantes para tiempos finales fijos

Como hemos indicado, el resultado precedente dio lugar a otros que han tratado
de generalizarlo. En particular, los resultados sobre modos determinantes fueron
ampliados al caso de proyecciones determinantes en Berselli y Flandoli [5],
Chueshov [25], o Chueshov et al. [26], donde ademds se trataron de eliminar
algunas de las hipdtesis particulares que indicamos en el ultimo parrafo de la
seccién anterior. Sin embargo, en todos estos trabajos quedé abierto el caso de la
determinacién finita del nimero de grados de libertad en el sentido “pullback”.
En Langa [52] aparece este caso resuelto. También ha sido posible eliminar en
[52] todas las restricciones que aparecen en trabajos precedentes, en particular
la hipétesis acerca de la convergencia exponencial de los primeros modos o de la
necesidad de tomar los datos iniciales en el conjunto absorbente. Las ecuaciones
estocdsticas bidimensionales de Navier-Stokes sirven de modelo para ilustrar
estos resultados.

En el caso de una EDP no auténoma y determinista, el concepto de atractor
que hemos introducido es mas débil ain que el de atractor aleatorio. Esto
se debe a que, para un proceso de Wiener, las propiedades de ergodicidad
y crecimiento sublineal hacen posible cierto control y homogeneidad en el
comportamiento asintotico de las trayectorias. Por ejemplo, la propiedad
de atraccién de los atractores aleatorios para tiempos iniciales implica una
atraccién (en probabilidad) “hacia adelante en el tiempo”, i.e. para t — +00
en S(t,s,w) (Crauel y Flandoli [28]). Sin embargo, términos no auténomos,
que no procedan de otros estocasticos, pueden hacer que la ecuacién tenga
un comportamiento asintdtico para los tiempos iniciales que no tenga relacion
alguna para el comportamiento para t — +o00. En Caraballo et al. [20] pudimos
establecer, creemos que por primera vez en la literatura, un resultado de caracter
general sobre la dimensién finita de atractores no auténomos para un caso donde
la teorfa de Chepyzhov y Vishik [24] no podia ser aplicada.

M34s precisamente, supongamos que existen { K (t) };cr compacto, absorbente
y positivamente invariante, es decir, tal que S(t,s)K(s) C K(t) parat > s,y
existen kg, k1,60 > 0 tales que

K (t) " < ko [t|” + k1, Vt € R, (5)

donde |K (t) |* = sup, e g1y []-
Supongamos que para cada ¢t € R existe 0 (¢t) € (0,1) tal que para
u,v € K(1),7<t—1,

QS(T+ 1L, 1)u—S(t+1,7)v)] <§(t) |lu—v]. (6)

Teorema 4 En estas condiciones, la dimensidn fractal de A(t) es finita para
cada t € R.

Resulta natural plantear a continuacién la siguiente pregunta: ;Podemos, a
pesar de la débil propiedad de atraccién debida a la escasa disipatividad del
sistema, concluir resultados sobre modos determinantes en el sentido de Foias
y Prodi en [36]7 La respuesta, afirmativa, aparece en el siguiente resultado (cf.
Langa [48]):
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Teorema 5 Consideremos a',a? : R — H tales que o'(t) (= at) € K(t) para
todo t € R. Entonces, si existe 3 > 0 para el cual

lim_[P(S(t,s)a) — S(t, 5)al)| < 5, (7)
también se tiene
lim [S(t,s)at — S(t,s)a?| < 6. (8)

Fijémonos que este resultado muestra que el comportamiento asintético
(respecto a los tiempos iniciales) depende de un nimero finito de pardmetros.

5 Sobre una conjetura de Foias y Temam

En 1984 Foias y Temam ([37]) enunciaron una conjetura en relacién a la
parametrizacion del atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes a
partir de un nimero finito de elementos en el dominio espacial. La conjetura ha
sido resuelta recientemente por Friz y Robinson [39] para el caso determinista
auténomo. En Langa y Robinson [47] pudimos extender los resultados al caso de
los atractores para las siguientes ecuaciones bidimensionales de Navier-Stokes
no auténomas:

dX = vAX — (X, V) X + f(t) + Vpldt + g(¢t, X)dW (t)
divX =0 en [0,00) X D,

X =0 sobre [0,00) x T,

X(0,z) = Xo(x), x € D,

donde f € CJ(RT,H), es decir, f es continua y acotada. El resultado es el
siguiente:

Teorema 6 Supongamos que las soluciones en el atractor no auténomo A(t)
son uniformemente acotadas en el conjunto de funciones analiticas. Entonces,
para k > 0 suficientemente grande, casi cualquier eleccion de k puntos
(x1,...,2k) en el dominio D C R™ en el que toman valores las soluciones
hace inyectiva a la aplicacion

E : H-—R"
u = (u(xy),...,u(zy))

en UierA(t). Ademds, para cada I C R compacto esta aplicacidn es un
homeomorfismo (y, por tanto, proporciona una parametrizacion) de Uger A(t)
en su imagen.

A partir de este teorema, que también puede ser probado en el caso de
atractores aleatorios (ver [47]), los resultados cldsicos sobre nodos determinantes
(Foias y Temam [37]) son ahora sélo un corolario.

Dicho resultado, para el caso de atractores aleatorios, ha sido también
utilizado en Langa [52] para mejorar los resultados sobre modos determinantes
“desde —o0”.
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6 Ito versus Stratonovich en el analisis de la estabilidad
de EDPs estocasticas

Existe un gran cantidad de trabajos en torno a la teorfa de estabilidad de
EDPs estocésticas. En ellos podemos hacer una clara clasificacién entre aquellos
resultados “en primera aproximacion”, es decir, aquéllos para los que, dada una
EDP determinista, se caracterizan las perturbaciones con términos estocasticos
que mantienen la estabilidad del sistema; y, por otro lado, resultados de
estabilizacién mediante ruidos de EDPs deterministas.

En Caraballo y Langa [8] se hace un estudio acerca de la estabilizacién por
ruidos de tipo Ito y Stratonovich para EDPs estocasticas.

Consideremos el problema de Cauchy asociado a una ecuacién de evolucién

lineal
{ du(t) — Au(t)

dt 9)

u(0) =ug € H.

Consideremos a continuacién las ecuaciones estocdsticas asociadas a (9),
con las dos posibles interpretaciones de la integral, de tipos Stratonovich e Ito
respectivamente:

du(t) = Au(t)dt + Bu(t) o dW;

{ u(O) =ug € H, (10)
du(t) = Au(t)dt + Bu(t)dW,

{ u(0) = ug € H, (11)

donde de nuevo B es un operador lineal que conmuta con A.

La conclusién del andlisis realizado en [8] es la siguiente: hay estabilizacién
de EDPs deterministas cuando las ecuaciones se intrepretan en el sentido
de la integral de Ito, pero no en general cuando la integral considerada es
de tipo Stratonovich. Observemos que hay una amplia literatura, no sélo en
Matematicas, sino también, por ejemplo, en Fisica, acerca de la conveniencia de
eleccién de una u otra integral estocastica. En el estudio antes citado intentamos
escribir una serie de resultados que arrojaran cierta luz sobre esta cuestion.
En realidad, a partir de la integral de Ito podemos escribir resultados de
estabilizacién del correspondiente modelo determinista, de desestabilizacién, o
simplemente de equivalencia respecto al comportamiento asintético entre ambas.

Un siguiente paso en esta linea de la teoria de la estabilidad para EDPs
estocasticas fue enfrentarnos a las ecuaciones de Navier-Stokes. En efecto, en
Caraballo et al. [16] tratamos diversos aspectos en relacién a la estabilidad de
las siguientes ecuaciones bidimensionales de tipo Navier-Stokes

dX = [vAX — (X, V>X+f( ) + Vpldt 4 g(t, X )dW (t)
divX =0 en [0, )

X =0 sobre [0,00) x

X(0,2) = Xo(z), =€ D,
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con D dominio de R? con frontera I' y g(t,z)dW (t) el término estocdstico, con
W (t) un proceso de Wiener infinito-dimensional. Este modelo puede ser reescrito
en versién abstracta, con una adecuada eleccién de espacios y operadores (cf.
Caraballo et al. [16] para los detalles y notacién) de la siguiente formas:

dX(t) = [-vAX(t) — B(X(t)) + f(X(t))] dt + g(t, X (t))dw(t), (12)

donde f : V. — V' g : [0,0) x V — L(K,H) son funciones
continuas que verifican condiciones adicionales, siendo H la adherencia de
{ue C§°(D,R?) : div u=0} en L*(D,R?) con la norma L? habitual y V la
adherencia de {u € C§°(D,R?): div u=0} en H'(D,R?) con la norma H'
habitual. V' es el dual de V. También consideramos la versién determinista de
este problema,

dX(t) = [-vAX(t) — B(X () + f(X(¢))] dt. (13)

Tras dar la definicién de solucién variacional, efectuamos un estudio sobre la
estabilidad exponencial de las soluciones de (12). Por ejemplo, probamos el
siguiente resultado:

Teorema 7 Supongamos que se verifican las siguientes condiciones:

Condicion A: Existe n > 0 tal que

I fw) = f@) vy <nlu=vluveV;

Condicién B: La funcion g satisface || g(t,u) [|3< v(t)+(E+5(1)) | u—uw |?,
donde £ > 0 es una constante y vy d son funciones integrables no negativas
tales que existen 0 > 0,y M., Ms > 1, con

() < Mye™™, 5(t) < Mse™™, Wt >0,

YUso €V es la Unica solucidn estacionaria de la ecuacion (13) (lo cual es cierto
para valores grandes de la viscosidad v). Supongamos ademds que

_ 2c
2V>)\11§+277+\/—)\i||uoo I
1

Entonces cualquier solucién X de (12) converge a la solucidn estacionaria

Uoo exponencialmente en media cuadrdtica. Es decir, existen a € (0,6) y
My = My(X(0)) > 0 tales que

E| X(t) — uso < Mpe™, ¥Vt >0.

De hecho, también se puede probar que la convergencia se verifica P — c.s.

A continuacién, abordamos el problema de la estabilizacién mediante ruidos,
asi como una amplia discusién acerca de la estabilizacién en sentido Ito y
Stratonovich.
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7 Sistemas dinamicos aleatorios multivaluados

7.1 Flujo estocastico multivaluado

Hace unos afios pudimos contribuir al desarrollo de una teoria en la que atn
hoy continuamos trabajando con asiduidad. La cuestién que nos planteamos
inicialmente fue la siguiente: jcudl es el concepto de atractor global apropiado
para modelos estocasticos con funciones multivaluadas? Consideremos la
siguiente inclusién diferencial

dW; (¢)
dt

, 1€(0,7T),

dt

B du )+ P (u () + Z¢i (14)

u (0) = uo,
con A: D(A) C H— H un operador lineal m-disipativo de dominio D(A), los
¢; € D (A) y los W; (t) procesos de Wiener independientes.
Se supone que F : H — C,(H) es multivaluada, con C,(H) la familia de
subconjuntos de H no vacios, convexos, cerrados y acotados, con

disty (F(y1), F(y2)) < Cllyr — v2ll, Vy1,92 € H,

donde disty(+,-) denota la métrica de Hausdorff sobre conjuntos acotados, i.e.
disty (4, B) = max{dist(A, B),dist(B, A)}.

El problema, sin embargo, requeria de un paso previo para el que no
existian resultados conocidos en la literatura: ;cémo definir un flujo, i.e., un
sistema dindamico, estocastico multivaluado? Partiendo de la teoria de sistemas
dindmicos aleatorios en Arnold [1] y de la de flujos (deterministas) multivaluados
en Melnik y Valero [53], pudimos dar la siguiente definicién:

Definicién 2 Una aplicacién multivaluada G : RY x Q x H — C(H) (C(H)
denota la familia de los conjuntos cerrados de H ) se denomina sistema dindmico
aleatorio multivaluado si es medible (en el sentido de Aubin y Frankowska [3])
y satisface

i) G(0,w) =Id en H;

ii) Gt + s,w)z = Gt 0,w)G(s,w)x V t,s € RYz € X, P — cs.
(propiedad del cociclo)

En las aplicaciones, es concretamente la medibilidad de esta aplicacién
lo que resulta dificil de probar. En efecto, no es en absoluto inmediato que
diversos modelos estocdsticos multivaluados definan un sistema dindmico con
estas propiedades. No obstante, pudimos probar en Caraballo et al. [9] que
la inclusién diferencial (14) genera un flujo estocdstico multivaluado, y que
lo mismo le ocurre cuando el ruido es de tipo multiplicativo (Caraballo et
al. [10]). Ademsds, quedd probada la equivalencia entre los flujos estocdsticos
multivaluados asi definidos y las correspondientes soluciones para este tipo de
modelos que ya eran previamente conocidas en la literatura (ver Caraballo et
al. [22]).
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7.2 Atractores globales aleatorios

De esta manera, es posible describir el marco donde la teoria de atractores
para este tipo de problemas va a ser desarrollada. En efecto, en los trabajos
anteriormente citados, basados en la definiciéon de atractor aleatorio para el
caso univaluado, desarrollamos la teoria analoga para EDP, ahora en el caso
de la inclusiones diferenciales en dimension infinita. En particular, ilustramos
los resultados a partir de diferentes inclusiones diferenciales del tipo (14). Las
dificultades técnicas y conceptos distintos a los que hay que hacer frente en este
contexto hacen que los trabajos anteriores requieran una cierta complicacion
técnica.

Finalmente, en Caraballo et al. [12] demostramos diversos resultados de
semicontinuidad superior de los atractores para inclusiones estocéasticas al
atractor proveniente de inclusiones deterministas, tal y como se define en Melnik
y Valero [53] (lo cual parece indicar que éste es el concepto apropiado de
atractor) . De nuevo, merece la pena destacar las muchas dificultades técnicas
a superar para la obtencién de los resultados anteriores.

7.3 Inclusiones diferenciales no auténomas y estocasticas

Una etapa més se da en Caraballo et al. [19], donde pudimos escribir con méxima
generalidad resultados sobre atractores globales validos al mismo tiempo para
inclusiones diferenciales con términos deterministas no auténomos y términos
estocasticos. En concreto, probamos la existencia de atractor global para la
siguiente inclusion diferencial:

U " dw; (t
O nue st ta®+o®+> 6™ wpr),
i=1 (15)
u lop= 0,
u ‘t:‘r: Ur,

con 7 € R, D C R™ un abierto acotado de frontera suficientemente regular,
las D, ¢; € D(A) = H*(Q) N HE(Q), f :RxR — C, (R), g1 € L™ (R,L2 (D))
y g2 € L%OC (R, L? (D)) Bajo ciertas condiciones de Lipschitz-continuidad
para f y de crecimiento polinomial en ¢ para g, se puede definir el marco
apropiado (denominado proceso dindmico multivaluado) en el que probar la
existencia de atractor global para este problema. Este contexto engloba las
teorias anteriormente desarrolladas.

8 Atractores para ecuaciones con retardo

Los principales trabajos de existencia de atractores para ecuaciones diferenciales
con retardo son debidos a Hale (ver [41] para una lista de las principales
referencias). En todos estos trabajos, cuando se trata del caso no auténomo,
sblo se permiten condiciones de periodicidad o quasi-periodicidad a los téminos
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dependientes del tiempo. En Caraballo et al. [17] pudimos generalizar este
concepto al caso de ecuaciones diferenciales con términos no auténomos de
caracter general. En concreto, definimos y probamos la existencia de atractores
para

{x'(t) = [f(t,z)
Ts = 1/)7 ’(/)GCO([—h,O];Rn),

con

| f(t, 1) = f(t,42) [< ()11 — Y2llco((—n.0mm),
(f(t,9),9(0)) < (—a+71(t)) | $(0) [* +72(t),

bajo la hipétesis de que, para cada € > 0,

t t
/ 7 (8)ds < o0, / e ya(s)ds < 0.

— 00 — 00

Para ello, nos basamos en el concepto de atractor no auténomo previamente
introducido y, a partir de él, pudimos avanzar en la teoria de atractores para
ecuaciones con retardo que, como hemos comentado, llevaba muchos anos sin
poder ser tratada. Los resultados que también probamos de semicontinuidad
superior para este atractor hacia el definido por Hale en [41] parecen confirmar
que la generalizacién propuesta en [17] es acertada.

9 Estudio de fenédmenos de bifurcacién

Recientemente, hemos comenzado a trabajar en una nueva linea de investigacién
cuyo campo de trabajo permanece en la actualidad précticamente abierto en casi
todas sus vertientes.

Es conocido que, en general, un atractor global puede tener subconjuntos,
suficientemente grandes, que no sélo no atraen, sino que repelen las soluciones
de una cierta ecuacién diferencial. En este sentido, el atractor global es un
conjunto “demasiado grande” si queremos “afinar” la dinamica asintotica de
ciertos sistemas. Esto justifica resultados de seguimiento de trayectorias sobre
otras en el atractor tal y como aparecen en Langa y Robinson [46] y Caraballo y
Langa [7], que indican cémo la dindmica en los atractores estd relacionada con
la dindmica asintética global de los sistemas diferenciales. Pero atin podemos
dar un paso mas: si somos capaces de describir la estructura geométrica de
los atractores e interpretar en estos términos el comportamiento asintético
de las trayectorias, probablemente sabremos mas sobre como es realmente
el comportamiento asintdtico de las ecuaciones. En el caso de EDOs, este
problema ha dado lugar a centenares de trabajos que en muchas ocasiones estan
relacionados con el andlisis de fenémenos de bifurcacién. Menos numerosos son
estos resultados acerca de la estructura de atractores globales deterministas en
el caso de EDPs. En el marco estocastico, no existe todavia una teoria general
para describir la estructura de los atractores aleatorios, ni siquiera en el caso
finito-dimensional. En lo que a bifurcacién se refiere lo inico que puede hallarse
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en la literatura son ejemplos que apuntan a conceptos que empiezan a ser
concretados (ver Arnold [1], Capitulo 9, para una discusién amplia sobre estos
problemas para EDOs estocésticas).

En el caso de dimensién infinita no conociamos resultados, ni siquiera en
ejemplos concretos, acerca de bifurcacion estocdstica. Por todo ello es por
lo que encontramos especialmente sugerente adentrarnos en este campo de
investigacion.

9.1 Bifurcacién estocastica de tipo “pitchfork”

En Caraballo et al. [18] describimos la bifurcacién de tipo “pitchfork” (o de tipo
tenedor) que se produce en la siguiente EDP estocdstica con ruido multiplicativo

du = (Au + fu — u®) dt + ou o dWy,

es decir, estamos ante la ecuacién de Chafee-Infante con ruido lineal
multiplicativo.

En efecto, en Caraballo et al. [13] pudimos expresar cotas superiores precisas
(generalizando las mejores cotas que se conocen en el caso determinista o = 0)
para la dimensién de los atractores aleatorios A(w) asociados a esta ecuacion.
En [18] dimos un resultado sobre acotacién inferior para la dimensién de
estos mismos atractores, probando que existian variedades inestables aleatorias
contenidas en el atractor. Ademas, puesto que el cono de soluciones positivas y
negativas son conjuntos invariantes, gracias al principio del méximo estocéstico,
demostramos que, en el caso unidimensional, estas variedades se movian, en un
entorno del origen, precisamente en estos conos.

De esta manera, pudimos dar una informacién precisa de la estructura
interna de los conjuntos A(w). A continuacién, estudiamos cémo esta estructura
cambiaba drasticamente cuando el parametro (3 pasaba de ser menor a ser
mayor que el primer autovalor del problema de Dirichlet asociado al operador
A = —A, mostrando que lo que se tiene es, como en el caso determinista,
una bifurcacién de dos nuevas ramas de conjuntos invariantes y globalmente
asintoticamente estables, mientras que el cero pasa a convertirse en un punto
inestable (hubo que definir apropiadamente los conceptos de estabilidad e
inestabilidad para conjuntos aleatorios invariantes. Ademads, los resultados son
independientes de la intensidad del pardmetro o en el término del ruido. A
partir de la teoria de sistemas dindmicos aleatorios que conservan el orden
(Arnold y Chueshov [2]), se puede probar ademds que, en el caso unidimensional,
existen puntos fijos aleatorios que bifurcan desde la solucién nula. Es decir, la
situacién es totalmente andloga a la observada en el caso determinista (ver
Hale [41]) y que se describe como una bifurcacién de tipo “pitchfork”. Hasta
el momento no conocemos un resultado general de estas caracteristicas, pues ni
siquiera el concepto de variedad invariante asociada a una solucién estacionaria
estd claramente definido y, por tanto, no existen métodos para probar su
existencia. En efecto, para la prueba de este resultado tuvimos que generalizar
al caso estocéastico una de las pruebas clasicas en el campo determinista para la
existencia de variedades inerciales (Foias et al. [38]).
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9.2 Conceptos de bifurcacién para ecuaciones diferenciales no
auténomas

De la misma manera que el problema de la estructura de atractores aleatorios
estd abierto, el problema andlogo para atractores no auténomos estaba también
practicamente intacto en el caso de términos dependientes del tiempo generales.
Por ejemplo, nada se sabia sobre los fenémenos de bifurcaciéon para ecuaciones
del tipo

0= du — b(t)u?

con b(t) > 0y limy_ 4 b(t) = 0. En Caraballo y Langa [14] escribimos, para el
caso estocdstico, un ejemplo de bifurcacion de tipo “pitchfork”, muy relacionado
con la ecuacién anterior.

En Langa et al. [49] introdujimos los conceptos bdsicos que, en nuestra
opinién, deben servir de base para una teoria de bifurcacién para ecuaciones
diferenciales no auténomas del tipo

dz(t) B
{ " = FOv () 16)

z(s) = xo,

con A € R, xp € H.

Para ello se define el concepto de trajectoria completa z(-), con S(¢, s)x(s) =
x(t), para todo t > s, que no es mds que una concrecién de la idea de invarianza
de un conjunto dependiente del tiempo. La idea central de un fenémeno de
bifurcacién en este caso serd investigar los valores del parametro A para los que
se da un cambio cualitativo en la estructura de los conjuntos con propiedades
asintéticas relevantes. Sin embargo, del concepto de atractor no auténomo
sb6lo podemos deducir lo que significa la estabilidad asintética en el sentido
“pullback”, es decir, una trayectoria completa se dice asintéticamente estable si
satisface una propiedad de atraccién como la del atractor no auténomo. Es por
ello que se introducen las definiciones sobre atraccion, estabilidad e inestabilidad
local, global y asintética relativa a conjuntos invariantes.

Todos estos nuevos conceptos son a continuacién ilustrados en diversos
ejemplos, de manera que podamos, como minimo, generalizar los ejemplos
clasicos de bifurcacién:

a) Bifurcacién de tipo “pitchfork”, para la ecuacién
o= du — b(t)u?
con b(t) >0y lim¢_, 1 b(t) = 0.
b) Bifurcacién de Hopf, para
o' = ax — By — h(t)(2® +y*)z
)

y' = Br +ay — h(t)(2® + y?)y
z(s) = zo; y(s) = Yo,
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con h(t) > 0, limy_, 1 h(t) = 0, fioc h(T)e?*Tdr < +o0, a, 3 € R, para
todo t € R.

¢) Bifurcacién de atractores a partir de la solucién nula, para v € R™ y
= Au+ F(u,t),
donde

e A es una matriz real de orden m x m y del tipo

A= < 3 —OA ) 7
con A de orden (m — 1) x (m — 1) verificando
y Ay > ply? y e R
e [(0,t) = 0 para todo t € R, y, para p > 0,
|[F(u,t) = F(v,0)] < a(®)[[ul*” + [v]*"]|u — v],
donde, para cada t € R

sup a(s) = aft) < oo.
SE(—00,t]

d) Bifurcacién de tipo punto de silla (cf. Glendinning [40]), para la ecuacién
i =a—b(t)r?

con 0 < b(t) < B, b(t) — 0 cuando [t| — oo, y fi)oo b(s)ds = [;° b(s)ds =
0.

9.3 El sistema de Lotka-Volterra

Para el caso de un sistema de ecuaciones diferenciales también quisimos aplicar
estos nuevos conceptos de bifurcaciéon. De esta manera, estudiamos el caso del
sistema de Lotka-Volterra (Langa et al. [51]):

(42 ooy &

con A, u como indicadores de la tasa de crecimiento y a(t), ¢,b,d > 0, midiendo,
respectivamente, los dos primeros la limitacién del medio y los dos tltimos el
nivel de competicién frente a los recursos naturales. Suponemos 0 < a(t) <
A; u = u(t),v = v(t) representan el nimero relativo de individuos de las
poblaciones u, v, que en este caso estdn en competiciéon en un mismo “habitat”.
Al imponer que a(t) — 0 cuando t — 400, todos los resultados anteriores sobre
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comportamiento asintético (hoy cldsicos) para este modelo de poblaciones no
daban informacion sobre nuestro caso.

Observemos que tenemos ahora dos parametros A, u cuyos valores pueden
producir fenémenos de cambio de estabilidad y estructura de los conjuntos
invariantes. Pudimos probar que, con los nuevos conceptos introducidos, existe
una analogia completa con el caso auténomo; ver, por ejemplo, la Figura 4,
donde, en el caso db < cA, U(t),V(t) y a(t;a) representan soluciones de
(17) que generalizan a las correspondientes soluciones estacionarias globalmente
asintéticamente estables del caso estacionario (ver Murray [55]). Para el caso

cA/b

O.uic)

(U1, V(1)

(a(t;a),0)

Figura 4: Comportamiento asintdtico global del problema (17) dependiente de
los parametros A y p, con Ac > bd. Para A,u > 0 obtenemos tres regiones
diferentes para este comportamiento; hemos escrito las trayectorias completas
globalmente asintoticamente atrayentes en cada una de estas regiones.

db > cA, y a partir de la teoria de ecuaciones asintéticamente auténomas
en Thieme [63], generalizamos el concepto de curva separatriz para el caso
no auténomo. De nuevo conseguimos de esta manera un comportamiento
comparable al que se da en el caso determinista auténomo.

10 Sobre el concepto de permanencia para EDPs no
auténomas

En el contexto de las Ecuaciones Diferenciales, el concepto de permanencia
aparece normalmente asociado a modelos procedentes de la dindmica de
poblaciones. Bésicamente, indica si, en el futuro, determinada especie o
conjuntos de especies, continia existiendo. En términos matemadticos, esto
significa que existe un conjunto absorbente acotado para todos los datos
iniciales positivos estrictamente alejado de la solucién nula para todo tiempo
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suficientemente grande. La cota para este conjunto que define la permanecia del
sistema es por tanto, inferior y superior. Sin embargo, sabemos que, para una
ecuacién no auténoma, no es esperable encontrar cotas superiores uniformes
para los conjuntos absorbentes.

10.1 Permanencia en sentido pullback

El primer problema que nos planteamos fue, por tanto, analizar si existia alguna
manera de desarrollar el concepto de permanencia en EDPs no auténomas. Para
ello, en Langa y Sudrez [45] investigamos una de las EDPs mds simples:

g — Au = du — b(t)u?,

con b(t) > 0y lim—, 1 b(t) = 0, pero imponiendo condiciones de manera que
los numerosos resultados conocidos acerca del comportamiento asintético de
esta ecuacién no pudieran ser utilizados. En efecto, probamos que cualquier
solucion es no acotada cuando t — +o00. Es decir, no es posible dar resultados
de permanencia para esta ecuacién. Sin embargo, e inspirados por la teoria de
atractores no auténomos, propusimos en [45] la siguiente definicién:

Definicién 3 Diremos que un sistema tiene la propiedad de permanencia en
sentido “pullback” si existe una familia de conjuntos dependientes del tiempo
U:R+—— H, verificando que

1. U(t) es un conjunto absorbente (en el sentido “pullback”),

2. d(U(t),{0}) > 0 para todo t € R,
donde d(A,b) = inf,c 4 d(a,b).

A continuacién, probamos que para la ecuacién anterior existe un conjunto
con estas caracteristicas. Este resultado puede ser visto también desde la
teoria de bifurcaciéon para ecuaciones no auténomas. En efecto, quizds el
punto més importante en este trabajo consiste en demostrar que la solucién
nula, a partir del primer autovalor A\; del Laplaciano, pasa a ser inestable,
transfiriendo la estabilidad asintética que gozaba hasta ese valor a dos nuevas
trayectorias completas que se mueven en el cono de soluciones positivas y
negativas respectivamente. De esta forma, en A\; se produce una bifurcacion
desde la solucién nula hacia nuevos conjuntos invariantes. Para probar que éste
es el fenémeno que se observa, tuvimos que generalizar a este caso de EDPs no
auténomas la teoria de sistemas estocasticos que preservan el orden en Arnold

y Chueshov [2].

10.2 El caso de un sistema de EDPs

Para el caso de un sistema de EDPs el problema de la permanencia se
complica en varios aspectos. En Langa et al. [50], estudiamos el problema de la
permanencia para el siguiente sistema de tipo Lotka-Volterra:
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ur — Au = u(A — a(t)u — bv) en D x (s,+00),
vy — Av = v(p — cv — du) en D X (s,+00), (18)
u=v=0 sobre 0D X (s,+00),

u(s,z) = uo(a), v(s,x) =vo(x) en D,

donde D es un dominio acotado en RY, N > 1, con frontera regular 99, b, c,
d son constantes positivas, A\, u € Ry 0 < a(t) < A. De nuevo la pregunta que
nos hacemos es determinar si las dos especies sobreviviran en el futuro.

Si imponemos que a(t) — 0 cuando ¢ — 00, una vez més no es posible
aplicar los resultados conocidos sobre permanencia para este sistema. En efecto,
probamos en primer lugar que, para ciertos valores de los parametros A, 1, una
de las especies se va a infinito, lo que produce extincién en la otra. Por ello,
usamos el concepto de la permanencia en sentido “pullback” para dar nueva
informacion acerca del comportamiento asintético del sistema. En este sentido,
de nuevo encontramos una situacion andloga a la del caso auténomo, es decir,
existen curvas A = ¢(p) y 4 = p(A) tales que delimitan regiones de permanencia
y extincién para las especies (ver Figura 5). El estudio de la ecuacién logistica

B A=) A=)

p=p(, a )
Pullback

permanencia

Caso a. Caso b.

Figura 5: Caso a. Extincion de una de las especies cuando t — +oo. Caso b.
E: Regiones de permanencia en el sentido pullback y extincion para tiempos
iniciales tendiendo a —oo.

que desarrollamos en [45] juega un papel fundamental. Igualmente, fue necesario
concretar para esta situacion la teoria de sistemas que preservan el orden y la
de sub y supersoluciones para EDPs no auténomas.
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No cabe duda de que algunas Matematicas forman parte de la vida cotidiana
de manera harto aparente, y también es verdad que en cualquier sociedad
medianamente desarrollada todos sus componentes son expuestos al contacto
con las Matematicas a edades tempranas. Ademads, la dificultad de adquirir
las habilidades matemédticas minimas en Aritmética y Geometria no es superior
a la de aprender a redactar unas lineas con correccién. Ambas capacidades
estdn muy relacionadas, pues en los dos casos se trata de expresar una
secuencia logica de ideas. En Aritmética y Geometria se consigue ejercitando
las capacidades de observacién y calculo para que la mente se acostumbre
a reconocer razonamientos vélidamente construidos. Con referencia a la
capacidad lingliistica, la observacién tiene su equivalente en la adquisicién de
un vocabulario rico, y el cédlculo en la redaccién, para que la expresion oral y
escrita fluyan lo méas suavemente posible.

No hay, pues, distincién nitida entre Ciencias y Letras. La eleccién de una
via cultural preferente (o cegar una, otra o ambas) corresponde a las influencias
ambientales en forma de entornos educativos, familiares y mediaticos. Sera
dificil que un joven llegue a apreciar la Literatura si sélo ve telenovelas de
infima calidad, y también sera dificil que aprecie las Matemadticas si quienes se
las ensenan no disfrutan con ellas y no transmiten el entusiasmo necesario para
obviar las dificultades del célculo y de los ejercicios pertinentes para alcanzar la
habilidad minima que haga agradable la préactica de las Matematicas. También
el solfeo y la conjugacién de los verbos irregulares son en principio ajenos al
goce con la Musica o la Literatura.

Hay fil6sofos cuya opinién es que la Filosofia no se ensena, se hace, para lo
cual hay que dominar un vocabulario y relacionar los conceptos expresados por
esas palabras de manera adecuada. Ese juego produce Filosofia. Lo mismo
podriamos decir de las Matematicas: Estas se hacen desde el principio, y
éste consiste en calcular y en interpretar figuras. No se deben de confundir
los términos hacer Matemdticas y descubrir las Matemdticas, como pretenden
algunas lineas didécticas con infulas de innovacién. En los niveles elementales
estd descubierto casi todo, y hacer Matematicas significa principalmente
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adquirir familiaridad y soltura con los conceptos y técnicas del cdlculo aritmético
y de las figuras geométricas. El producto matemadtico consiste en la aceptacién de
las Matematicas como método —otros, exagerando con Galileo, dirfan lenguaje—
para la exploracién del mundo.

Pero que nadie se engane: Hay que ensenar —y aprender— a calcular y a
interpretar figuras, al igual que a manejar el lenguaje habitual con correccion.
La labor docente tiene como objetivo primordial consolidar conocimientos y
actitudes, lo que incluye ensenar y aprender (también a ensenar) en continua
lucha contra habitos y vicios muy extendidos: En dltima instancia, hay que
aprender para despertar el pensamiento critico y modificar actitudes sociales y
culturales tendentes al adocenamiento y la ignorancia colectiva.

Si reflexionamos un poco acerca de § qué consolidar en Matemdticas bdsicas?,
el catdlogo es sorprendentemente reducido:

1. No dudar acerca de qué operaciones aritméticas deben de llevarse a cabo
con los datos de un problema, y efectuarlas.

2. Reconocer la proporcionalidad (esto antes se llamaba regla de tres) y
operar con fracciones.

3. Comprensién y habilidad en el manejo del sistema métrico decimal.

4. Reconocer las propiedades mas visibles de las figuras planas y espaciales
mas elementales.

Dominar las habilidades elementales citadas en los cuatro puntos anteriores ya
proporciona un bagaje mateméatico bastante elevado: Nos deja en puertas del
Algebra y del Célculo Infinitesimal, esto es, a un nivel casi preuniversitario. Tal
vez alguien se pregunte por qué no incluir entre estos objetivos el manejo de
maquinas o programas de cdlculo. Opinamos que lo importante es saber qué
hacer y tener una idea aprorimada del resultado esperado. Teniendo esto claro,
la dificultad de usar tales méquinas o programas no supera a la de manejar un
electrodoméstico cualquiera.

Sélo sobre cimientos sélidos se construiran edificios también solidos. Hay que
estimular al Profesorado, formarlo sin deformarlo y dotarlo de la relevancia y
consideracion que se merece y hoy se le niega para que su actuacion, en lugar
de entorpecer y sesgar el desarrollo intelectual de los jévenes, los conduzca por
los caminos del razonamiento vélido y de la expresion lingiiistica correcta: No
hay mds talento que el despertado por una buena educacion. Y esto vale para
todos los talentos.
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