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El objetivo de esta comunicacién es exponer algunos de los resultados de
la investigacién que he realizado, gracias a los cuales obtuve el Premio SEMA
al joven investigador en su edicién de 2000. He querido incluir en el titulo el
término Runge-Kutta porque es el elemento unificador de todos mis trabajos,
incluidos los méas recientes.

Mi investigacién se ha desarrollado en el campo de la integraciéon numérica
de ecuaciones diferenciales, dentro de lo que se ha llamado posteriormente
integracion geométrica. Mas precisamente se ha centrado en el estudio de
métodos simplécticos para la integracién numérica de sistemas Hamiltonianos
de ecuaciones diferenciales ordinarias, sin duda, la familia de integradores
geométricos mas estudiada.

A partir de 1993, fecha en que visité el Departamento de Matematica
Aplicada y Fisica Tedrica de la Universidad de Cambridge, inicié una segunda
linea de investigacién, también dentro de la integracién geométrica, orientada
hacia el estudio de métodos numéricos para integrar los llamados flujos
isoespectrales.

Mas recientemente, y en colaboracién con otros miembros del Departamento
de Matematica Aplicada y Computacién de la Universidad de Valladolid,
he comenzado a interesarme por cuestiones relacionadas con la integracion
temporal de las ecuaciones diferenciales ordinarias que surgen tras la
discretizacién espacial de ecuaciones en derivadas parciales de evolucién.

El indice de los temas que voy a tratar es el siguiente:

1. Integracion simpléctica de sistemas Hamiltonianos
1.1 Caracterizacion de métodos de tipo Runge-Kutta simplécticos

1.2 Condiciones de orden para métodos de tipo Runge-Kutta simplécti-
cos
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1.3 Desarrollo de métodos simplécticos de paso variable
1.4 Desarrollo de métodos simplécticos de orden alto

1.2 Propagacién del error en la integraciéon simpléctica

2. Integracion numérica de flujos isoespectrales
2.1 Desarrollo de métodos isoespectrales

2.2 Propagacién del error en la integracién con métodos isoespectrales

3. Incursiones en la integracién temporal de EDPs de evolucién

3.1 Métodos linealmente implicitos para ecuaciones de conveccion-

reaccién-difusion

3.2 Reduccién de orden para problemas de valores iniciales y en la
frontera

1 Integraciéon simpléctica de sistemas Hamilto-
nianos

Los sistemas Hamiltonianos estan relacionados con numerosas ramas de
las matemédticas y tienen muchos campos de aplicacién (mecdnica clésica,
estadistica y cuantica, &ptica, astronomia, dindmica molecular, fisica de
plasmas, etc.). Recordemos que si  es un dominio en el espacio orientado R
de los puntos (p,q) = (p1,---,Pd,q1,---,94) y H = H(p,q) es una funcién real,
suficientemente regular definida en €2, el sistema Hamiltoniano de ecuaciones
diferenciales con Hamiltoniano H esta dado por

dt 8(]7,7 dt (c)pl7 !

. (1.1)

El entero d es el numero de grados de libertad y €2 el espacio de las fases. Es
bien conocido que dichos sistemas tienen muchas propiedades que no poseen
otras ecuaciones diferenciales. Todas estas propiedades son consecuencia del
hecho de que el flujo de un sistema Hamiltoniano preserva la estructura
simpléctica del espacio de las fases [4]. Cuando un sistema Hamiltoniano es
integrado numéricamente, el flujo exacto es reemplazado por una aproximacion.
Para la mayor parte de los integradores convencionales esta aproximacion
no es simpléctica y, por tanto, la solucién numérica que generan no posee
las propiedades caracteristicas de la solucién exacta. Los integradores sim-
plécticos son métodos numéricos especialmente disenados para la simulacién
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de sistemas Hamiltonianos y por definicién reemplazan el flujo exacto por
una aproximacién simpléctica. Hasta hace no muchos anos los sistemas
Hamiltonian! os eran integrados numéricamente con métodos convencionales,
no especificamente construidos para preservar las ‘propiedades Hamiltonia-
nas’. En los tltimos quince anos han aparecido multitud de publicaciones
relacionadas con la integracién simpléctica y se ha constituido asi un campo
de conocimiento bien definido. Los primeros integradores simplécticos que
aparecieron en la literatura estaban basados en funciones generatrices [28] y
requerian derivadas de orden alto de la funcién Hamiltoniana. Esto les hacia,
por un lado, de dificil programacién para Hamiltonianos generales y, por otro,
de implementacién sumamente cara. En 1988 F. M. Lasagni, J. M. Sanz-Serna
e Y. B. Suris descubrieron (independientemente) que existen métodos Runge-
Kutta simplécticos [38, 44, 50]. Este descubrimiento fue importante pues en este
tipo de métodos no son necesarias nada méas que las derivadas primeras de! 1
Hamiltoniano aunque, como contrapartida, se necesitan varias ! evaluaciones
de estas derivadas en cada paso. Hay que notar que los métodos Runge-
Kutta simplécticos son necesariamente implicitos y, por tanto, costosos [44].
Para obtener métodos simplécticos y explicitos andlogos a los Runge-Kutta es

necesario restringir la atencién a ciertas familias de sistemas Hamiltonianos.

1.1 Caracterizacion de métodos de tipo Runge-Kutta sim-
plécticos

En muchas aplicaciones, la funcién Hamiltoniana tiene la forma

1
H=H(p,q) = ngM“p + V(a), (1.2)

donde M es una matriz constante simétrica e invertible y V' una funcién de
d variables. En Mecénica, q representa las coordenadas Lagrangianas, p los
correspondientes momentos, M es la matriz de masas, T' = (1/2)p? M ~!p es la
energia cinética, V la energia potencial y H la energia total. Cuando la funcién
Hamiltoniana esta dada por (1.2), las ecuaciones del movimiento (1.1) se pueden
escribir como el sistema d-dimensional de segundo orden

d’*q

Y
dt?

— —VV(q), (13)

donde V denota gradiente. Aunque (1.3) se puede reescribir como un sistema
Hamiltoniano de primer orden y ser integrado numéricamente con un método
Runge-Kutta simpléctico, es mas conveniente utilizar métodos especificos para
problemas de segundo orden [35] que ademads, en el contexto de la integracién
simpléctica, pueden aportar la ventaja de ser explicitos. Se eligieron los métodos
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Runge-Kutta-Nystrom [35] para la integracién de (1.3) y en [17] presentamos
una demostracion rigurosa de la necesidad de las condiciones suficientes de
canonicidad para métodos Runge-Kutta-Nystrom formuladas por Suris [51].
Este trabajo [17] se enmarca dentro de una linea de investigacién que se habia
iniciado anos antes en el Departamento de Matematica Aplicada y Computacién
de la Universidad de Valladolid, donde previamente se habian establecido
las condiciones de canonicid! ad para métodos Runge-Kutta y Runge-Kutta
particionados respectivimente [44, 1]. En esta misma linea se puede incluir
también [22], articulo en el que presentamos condiciones necesarias y suficientes
para que una B-serie corresponda a un método simpléctico. Una B-serie es
una serie formal en la que cada término de la serie aparece asociado a un arbol
con raiz. Ejemplos de B-series son el desarrollo del flujo exacto de (1.1) y el
desarrollo de la solucién numeérica de (1.1) que se obtiene con un método Runge-
Kutta o con un método Runge-Kutta multiderivada. Cuando las condiciones
de canonicidad de [22] se aplican al caso particular de la B-serie generada por
un método Runge-Kutta se recuperan las ya conocidas condiciones para que
un método Runge-Kutta sea simpléctico [38, 44, 50]. Otra consecuencia de
los resultados probados en [22] es la no existencia de métodos Runge-! Kutta
multiderivada simplécticos [36].

1.2 Condiciones de orden para métodos de tipo Runge-
Kutta simplécticos

Es bien conocido que las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de
un método de tipo Runge-Kutta para tener un orden dado se obtienen compa-
rando los desarrollos de Taylor del método numérico y de la solucién exacta.
Estas condiciones se pueden escribir de manera sistematica utilizando teoria de
grafos, mds precisamente, distintos tipos de drboles con raiz (drboles con raiz
para métodos Runge-Kutta, arboles bicolor con raiz para métodos Runge-Kutta
particionados, arboles especiales de Nystrom con raiz para métodos Runge-
Kutta-Nystrom, etc.).

Cuando se consideran métodos de tipo Runge-Kutta simplécticos, los
coeficientes del método deben satisfacer ademas las correspondientes condiciones
de canonicidad. En [46] sus autores probaron que, como consecuencia de estas
ligaduras entre los coeficientes, para métodos Runge-Kutta simplécticos algunas
condiciones de orden son redundantes. Consideraciones similares se probaron
en [1] para métodos Runge-Kutta particionados simplécticos. En [17] probamos
que las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de un método Runge-
Kutta-Nystrom para ser simpléctico actian como hipdtesis simplificadoras en
las condiciones de orden, es decir, pueden usarse para reducir el nimero de
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condiciones (no lineales) que hay que imponer a los coeficientes del método para
asegurar un orden dado. Lo que se concluye es que para métodos Runge-Kutta-
Nystrom simplécticos hay que imponer una condicién de orden por cada arbol
es! pecial de Nystrom en lugar de una condicién de orden por cada arbol especial
de Nystrom con raiz [35]. Se presentaron ademds en [17] funciones generatrices
para el nimero de condiciones de orden independientes para métodos Runge-
Kutta-Nystrom generales y simplécticos. En el caso particular de métodos
explicitos estos resultados se mejoraron unos anos mas tarde. Un método Runge-
Kutta particionado (RKP) simpléctico y explicito puede interpretarse como un
ejemplo de método obtenido por composicién [39]. Por tanto, el orden de este
tipo de métodos puede estudiarse mediante las habituales condiciones de orden
[6], o bien, utilizando el formalismo de Lie [39, 47]. Sin embargo, el nimero
de condiciones de orden presentado en [39] para métodos RKP simplécticos
explicitos era menor que el encontrado en [1] para métodos RKP simplécticos
generales. En [10] investigamos las condiciones de orden para métodos RKP
simplécticos explicitos utilizando las clasicas condiciones de orden asociadas a los
arboles bicolor y obtuvimos el mismo nimero de condiciones de orden que en [39]
con el formalismo de Lie. El cardcter ! explicito del método actia reduciendo
aun mas el numero de condiciones de orden independientes que hay que imponer
sobre los coeficientes del método. En el caso de métodos Runge-Kutta-Nystrom
simplécticos explicitos se efectud un anélisis similar y se mejoraron los resultados
presentados por McLachlan en [39] utilizando el formalismo de Lie.

1.3 Desarrollo de métodos simplécticos de paso variable

Tras la publicacién de las condiciones de canonicidad para los métodos de tipo
Runge-Kutta, se comprobé que algunas familias bien conocidas de métodos
Runge-Kutta eran simplécticas. Tal es el caso de los métodos de Gauss [44],
de algunos métodos de Lobatto y de algunos métodos de Radau. También se
desarrollaron algunos métodos simplécticos nuevos (ver [47] y las referencias que
allf se citan), aunque todos ellos fueron implementados tinicamente con paso fijo.

En [20] (ver también [18], [19]) construimos un par encajado de métodos
Runge-Kutta-Nystrom explicitos de érdenes 3 y 4. El método de orden
4 es simpléctico, no se deriva de ningin método Runge-Kutta particionado
previamente conocido y se construyd para que minimizase los coeficientes del
término dominante del desarrollo del error local, siguiendo las ideas apuntadas
por Dormand, El-Mikkawy y Prince en la construcciéon de métodos Runge-
Kutta-Nystrom convencionales [26]. La construccién del método de orden 3
también se hizo utilizando técnicas de optimizacién propuestas en [26]. El par
encajado de [20] es el primer algoritmo simpléctico de paso variable construido
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en la literatura.

Para estudiar la eficiencia del nuevo cédigo, fue utilizado para la integracion
de diversos sistemas Hamiltonianos, aunque los resultados obtenidos no fueron
tan satisfactorios como se esperaba (ver Seccién 1.5 para una explicacién
més detallada). De los experimentos numéricos incluidos en [20] se concluye
que el método simpléctico implementado con paso variable presenta un
comportamiento més parecido al de cdédigos de paso variable convencionales
que al de la implementacion con paso fijo del propio integrador simpléctico. Es
mas, mientras la implementacién con paso variable del método Runge-Kutta-
Nystrom propuesto en [26] aventaja al correspondiente c6digo con paso fijo, para
el método simpléctico es el método implementado con paso fijo el que produce
mejores resultados. No obstante, el método Runge-Kutta-Nystrom simpléctico
de [20] implementado con paso fijo llega a ser més eficiente que el cl odigo no
simpléctico de [26] implementado con paso variable, para tiempos de integracién
largos.

El problema de la integracién simpléctica con paso variable sin perder
el buen comportamiento de los integradores simplécticos de paso fijo fue un
problema abierto durante algunos afios. En 1997 Hairer [34] y Reich [42]
propusieron independientemente una solucién a este problema basada en la
utilizacién de transformaciones de Poincaré. Mas precisamente, el sistema
Hamiltoniano original es transformado en un nuevo sistema Hamiltoniano de
modo que integrar el sistema transformado con un método simpléctico con paso
fijo es equivalente a integrar con paso variable el sistema original.

En [15] hicimos un estudio comparativo de distintas técnicas que combinan
integradores geométricos (simplécticos o reversibles) con la utilizacién de paso
variable. Se concluye que es posible desarrollar cédigos simplécticos de paso
variable que para problemas Hamiltonianos sean competitivos con software
estandar.

Como los métodos simplécticos que se pueden combinar con las técnicas de
paso variable antes mencionadas tienen que ser necesariamente implicitos, es
importante que la resolucién de las ecuaciones no lineales que surgen al aplicar
un método Runge-Kutta implicito sea eficiente. En este sentido han aparecido
recientemente en la literatura nuevas estrategias para elegir el iterante inicial que
reducen el nimero de iteraciones necesarias en la resolucién de las ecuaciones
no lineales que definen las etapas [?, 37, 43]. Continuando en esta linea, en [7]
proponemos nuevos algoritmos inicializadores de orden alto que utilizados con
el método de Gauss de orden 4 hacen del correspondiente cédigo simpléctico de
paso variable un integrador competitivo para sistemas Hamiltonianos. Ademads,
los algoritmos que se proponen en [7], aunque se han desarrollado en el contexto
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de la integracion simpléctica de sistemas Hamiltonianos son también vélidos
para combinar con métodos Runge-Kutta implicitos generales.

1.4 Desarrollo de métodos simplécticos de orden alto

A pesar de que la implementacién con paso variable del método Runge-Kutta-
Nystrom simpléctico de [20] no resulté tan eficiente como se esperaba, los
experimentos de [20] revelaron que en la integracién a largo plazo de sistemas
Hamiltonianos de la forma (1.3) la implementacién con paso fijo de dicho método
es mas eficiente que el cédigo no simpléctico optimizado de paso variable del
mismo orden de [26].

En [21] nos propusimos construir un método Runge-Kutta-Nystrom sim-
pléctico y explicito de orden 8 y compararlo con cédigos Runge-Kutta-Nystrom
no simplécticos de paso variable del mismo orden [27]. Hasta ese momento se
disponia en la literatura de algtin método simpléctico de orden seis [40] y de
tres integradores simplécticos explicitos de orden ocho construidos por Yoshida
en [53], utilizando el formalismo de Lie.

En [21] probamos en primer lugar que las bien conocidas hipdtesis
simplificadoras para métodos Runge-Kutta-Nystrom [35] son compatibles con
las condiciones de canonicidad, dando lugar a integradores que se pueden
interpretar como métodos de composicién [21, 47]. Para estos métodos el nimero
de condiciones de orden independientes que deben satisfacer sus coeficientes
es menor que para métodos Runge-Kutta-Nystrom simplécticos méas generales.
Construimos en [21] un método Runge-Kutta-Nystrom simpléctico explicito de
orden 7, que compuesto con su adjunto da lugar a un método Runge-Kutta-
Nystrom simpléctico, simétrico y explicito de orden 8. La construcciéon de
dicho método se hizo atendiendo a los criterios de optimizacién propuestos
en [26, 27], de modo que las constantes de error del nuevo método resultaron
considerablemente menores que las de los métodos de Yoshida (! ver [21] y
[47]). El método asi construido se manifesté mds eficiente que los integradores
simplécticos de [53], pero no es competitivo con el cédigo estdndar de paso
variable de [27]. La principal razén de la ineficiencia de los integradores
simplécticos de orden 8 es el alto nimero de etapas (y, por consiguiente, de
evaluaciones de funcién ) que requieren para que se satisfagan las condiciones
de canonicidad.

1.5 Propagacion del error en la integracion simpléctica

Ya se ha mencionado en la Seccién 1.3 que mientras para los integradores
convencionales la utilizacién de paso variable supone una mejora para el método,
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para los integradores simplécticos el ir de paso variable a paso fijo se traduce
en una pérdida de eficiencia. En este seccién comentamos con un poco mas de
detalle los resultados que obtuvimos en este sentido y que estan recogidos en
20] y [9].

En [20] se estudia por primera vez el efecto de utilizar paso variable en
combinacién con integradores simplécticos y se da una justificacion rigurosa de
un conjunto de fenémenos observados en los experimentos numéricos, algunos de
ellos ya observados previamente en la literatura. Més precisamente, se integro
el problema de Kepler con condiciones iniciales correspondientes a érbitas 27-
periédicas de distintas excentricidades. Se utilizaron métodos Runge-Kutta-
Nystrom de orden 4, uno simpléctico y el otro no simpléctico y ambos se
implementaron tanto con paso fijo como con paso variable. Demostramos que
para métodos de orden p, salvo términos O(h?P), el error después de integrar
durante N periodos crece, en general, cuadraticamente con N. Ademds, los
términos cuadraticos en N aparecen en la direccién tangente a la solucién, lo cual
corresponde a un error de fase a lo largo de la trayectoria. Como consecuenci!
a, el error en la energia tras integrar durante N periodos es, salvo términos
O(h?P), N veces el error en la energfa después del primer periodo.

En el caso de que el método sea simpléctico y se implemente con paso fijo, los
términos que crecen cuadraticamente con N son en sf mismos O(h??), de donde
se deduce que, salvo términos O(h?P), el error después de integrar durante N
periodos crece sélo linealmente con N y que el error en la energia se mantiene
acotado (también salvo términos O(h?")). El analisis realizado se basa en
interpretar formalmente la solucién numérica calculada con un método de paso
fijo como la solucién exacta de una ecuacién diferencial perturbada [32, 33|
(andlisis regresivo). Si la ecuacién de partida es Hamiltoniana y el integrador
utilizado es un método simpléctico de paso fijo, la ecuacién perturbada también
es Hamiltoniana [45, 33]. Desgraciadamente, para pasos variables no es vdlido
el mismo argumento.

Las conclusiones de [20] son validas no sélo para el problema de Kepler, sino
para cualquier oscilador no lineal con un grado de libertad.

En [9] probamos que para problemas con soluciones periddicas y para
sistemas integrables, el error cuando se integra con métodos simplécticos de
paso fijo o con métodos simétricos de paso fijo o paso variable reversible [49]
crece sélo linealmente con el tiempo, frente al crecimiento cuadratico observado
para integradores convencionales. De nuevo, la herramienta utilizada en las
demostraciones es el andlisis regresivo de los errores [45, 33].
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2 Integraciéon numérica de flujos isoespectrales

Los flujos isoespectrales surgen en ciertos modelos utilizados en dinamica
molecular y también estdn relacionados con diversos problemas de Algebra
Lineal Numérica (ver [23] y los ejemplos alli descritos). La forma general de
un flujo isoespectral es una ecuacién diferencial matricial

L'(t) = [B(L(t)), L(1)], t=0, (2.4)

donde L(0) es una matriz real d x d, B(L) es una funcién matricial de L y
[-, -] denota el conmutador de dos matrices. La eleccién de la matriz B(L)
caracteriza la dindmica del flujo L(t). En muchas aplicaciones el dato inicial
L(0) es una matriz simétrica y B(L) es antisimétrica, lo que hace que la
solucién de (2.4) sea simétrica para todo t > 0. La propiedad que caracteriza
a los flujos isoespectrales es que los autovalores de la matriz solucién L(t) son
independientes del tiempo ¢ [29, 52]. Cuando un flujo isoespectral se integra
numéricamente con un método convencional no es cierto, en general, que los
autovalores de la soluciéon numérica se mantengan constantes. Un integrador
numérico se llama isoespectral cuando al integrar sistemas diferenciales de
la forma (2.4), los autovalores de las aproximaciones numéricas que genera
coinciden con los autovalores del dato il nicial L(0). En [12] probamos, en
primer lugar, que los métodos Runge-Kutta no son isoespectrales para d > 2.
Es cierto que cualquier método Runge-Kutta preserva los invariantes lineales de
la solucién y que los métodos Runge-Kutta simplécticos conservan ademas los
invariantes cuadraticos [24, 44, 47]. Los métodos Runge-Kutta simplécticos son,
por tanto, isoespectrales para d < 2. Sin embargo, para d > 2, la conservacién
de los autovalores de la solucién implica la conservacion de ciertos invariantes
ctibicos [52] que no son preservados por los métodos Runge-Kutta [12].

El hecho de que los autovalores de la solucién de (2.4) sean constantes es
crucial, sobre todo en problemas procedentes de Algebra Lineal Numérica. Ello
motivo el que nos plantedsemos la construccion de métodos isoespectrales para
la integracién numérica de (2.4).

2.1 Desarrollo de métodos isoespectrales

Flaschka probé en [29] que la solucién del problema (2.4) estd relacionada con
la solucién de los sistemas diferenciales lineales

U'(t) = B(L(t))U(t), con L(t) = U(t)LO)YU(t), t>0 (2.5)

V/(t) = —V(£)B(L(t)), con L(t) = V-1 () LO)V (L), t>D0. (2.6)
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La condicién inicial es en ambos casos la matriz identidad, lo que hace que
V(t) = U~L¢).

Los métodos isoespectrales que proponemos en [12] y [14] estdn basados
en definir las aproximaciones al flujo isoespectral utilizando la contrapartida
discreta del formalismo de Flaschka (2.5). Notese que si L es una matriz
simétrica y B(L) es antisimétrica (supuestos frecuentes en las aplicaciones),
la solucién de (2.5) es ortogonal y U~1(t) puede ser reemplazada por U7 (t),
con las consiguientes ventajas desde el punto de vista numérico. Similares
consideraciones son véalidas para la solucién de (2.6).

En [12] proponemos un procedimiento general para la obtencién de
integradores isoespectrales de orden arbitrariamente alto. La idea es integrar
(2.5) con un método unitario, es decir, que preserve el cardcter ortogonal de la
solucién. La versién discreta de (2.5) genera aproximaciones a la solucién de
(2.4) que, ademds de ser simétricas si L(0) lo es, van siendo ortogonalmente
semejantes al dato inicial y, por tanto, comparten sus autovalores. Como
integradores unitarios se eligieron los métodos de Gauss combinados con
interpolacién de Hermite para aproximar las matrices B(L(t)) en los niveles
de tiempo en los que son necesarias. En [12] probamos que la interpolacién
utilizada no afecta al orden del integrador temporal. El precio que hay que
pagar es que los esquemas resultantes son necesariamente implicitos.

En [14] presentamos una alternativa que evita el uso de integradores
implicitos. En lugar de resolver (2.5) con un método unitario, utilizamos un
método arbitrario pero para que las aproximaciones a la solucién de (2.4) sigan
siendo semejantes es necesario calcular en cada paso la inversa de una matriz
d x d. La utilizacién de métodos no unitarios para la integracién de (2.5) supone
la pérdida de simetria de la soluciéon numérica aunque la solucién exacta sea
simétrica. Se pudo conseguir, sin embargo, que dicha falta de simetria no se
manifieste (por tener orden superior al del integrador temporal) al ir alternando
un paso en la integracién numérica de (2.5) con un paso en la integracién de la
ecuacién adjunta (2.6). Dado el caracter lineal de (2.5) y (2.6), se pensé en la
utilizacién de métodos de Taylor para integrar (2.5! ) y (2.6).

En [11] se caracterizan los flujos ortogonales y se estudia el efecto de utilizar
métodos Runge-Kutta para su integraciéon numérica. Como la conservacion de
la ortogonalidad es equivalente a la preservacién de un invariante cuadratico,
se concluye que los métodos simplécticos son los candidatos adecuados para la
integracién de flujos ortogonales. Se estudia también el efecto de considerar la
ecuacion adjunta de un flujo ortogonal y como es posible utilizar integradores
no unitarios alternando la integraciéon numérica de (2.5) con la de (2.6) para
que no se manifieste (por tener orden superior al del integrador temporal) la no
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ortogonalidad de la solucién numérica. Estas ideas fueron la base de los métodos
isoespectrales semiexplicitos de [14].

2.2 Propagacion del error en la integracion con métodos
isoespectrales

Los métodos isoespectrales propuestos en [12] fueron utilizados para integrar
las ecuaciones de la red de Toda [52]. En los experimentos numéricos incluidos
en [12] se observa al representar graficamente la evolucién del error con el
tiempo que dicho error parece decrecer exponencialmente cuando se utiliza un
método isoespectral de segundo orden mientras que se mantiene casi constante
cuando se utiliza la regla implicita del punto medio (integrador unitario pero no
isoespectral). En los experimentos de [13] se obtienen la mismas conclusiones
para métodos de orden mds alto. En [13] profundizamos en el estudio de la
dindmica de la solucién exacta de la red de Toda [25] (convergencia exponencial
hacia la matriz diagonal de autovalores) y demostramos que se tiene el mismo
comportamiento para las soluciones generadas con integradores numéricos de un
paso, ya sean métodos Runge-Kutta o integradores isoes! pectrales construidos
mediante el formalismo de Flaschka. El diferente comportamiento observado es
debido unicamente a que el primer integrador es isoespectral mientras que el
segundo no lo es. Mas precisamente, lo que probamos es que la matriz diagonal
hacia la que converge la solucién numérica no es la misma en ambos casos.
Mientras para métodos isoespectrales dicha matriz diagonal es la matriz de
autovalores hacia la que también converge la solucién exacta, para integradores
convencionales de orden p los elementos diagonales de la matriz limite son
s6lo aproximaciones de orden p a los autovalores exactos de la matriz inicial.
Por tanto, si se esta interesado en que los autovalores de la solucién numérica
coincidan con los de la matriz inicial, es preciso recurrir a métodos isoespectrales

aunque sean mas costosos.

3 Incursiones en la integracion temporal de
EDPs de evolucion

3.1 Meétodos linealmente implicitos para ecuaciones de
conveccidén-reaccion-difusion

Cuando una ecuacién en derivadas parciales de evolucién es discretizada en
espacio, es preciso integrar numéricamente el sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias resultante. Es bien conocida la ineficiencia de los integradores
explicitos para estos fines, dado el caracter rigido de los sistemas diferenciales
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que se obtienen. Por otra parte, si se utilizan métodos implicitos hay que
resolver las ecuaciones no lineales para lo cual es preciso disponer de buenas
aproximaciones de la matriz jacobiana. En el contexto de métodos espectrales,
las habituales aproximaciones lineales a la matriz jacobiana no siempre producen
los resultados esperados [30].

En [8] superamos estas dificultades proponiendo la utilizacién de métodos
Runge-Kutta linealmente implicitos para la integracion temporal de las
ecuaciones semidiscretas que aparecen tras la discretizaciéon espacial de
ecuaciones de conveccién-reaccion-difusién. La idea, ya utilizada antes por otros
autores [5], es combinar un método Runge-Kutta implicito para la integracién
de la parte lineal de la ecuaciéon con un método Runge-Kutta explicito para
tratar los términos no lineales de la misma. Estudiamos las propiedades de
estabilidad de los nuevos métodos, dando una extensiéon adecuada del concepto
de L-estabilidad. Construimos dos métodos Runge-Kutta linealmente implicitos
de paso variable de 6rdenes 3 y 4 respectivamente. Aunque esta clase de métodos
ya habfa sido considerada [5], no existian implementaciones de paso variable en
la literatura. Ademds, los métodos propuestos en ! [8] tienen propiedades
de estabilidad méas adecuadas a los problemas que se quieren resolver que los
esquemas del mismo tipo ya existentes. Los métodos propuestos se utilizaron
para la integracién de la ecuacién de Burgers con distintos valores del pardmetro
de difusién y también para integrar una ecuacién de reaccién-difusién en un
dominio bidimensional. Las propiedades de estabilidad de los nuevos métodos
los hacen competitivos frente a unas férmulas BDF de orden y paso variables.

3.2 Reduccién de orden para problemas de valores
iniciales y en la frontera

Otro de los problemas que surge en la integracién temporal de las ecuaciones
diferenciales ordinarias obtenidas tras la discretizacién espacial de ecuaciones
en derivadas parciales de evolucién es el de la reduccién de orden cuando se
utilizan métodos Runge-Kutta. Es bien conocido que al integrar problemas
de valores iniciales y en la frontera con un método Runge-Kutta de orden p,
el orden de convergencia estd gobernado no por el orden clasico del método
Runge-Kutta, sino por el llamado orden de las etapas. El problema de la
reduccién de orden ha sido estudiado por diversos autores [2, 3, 41, 48] que han
sugerido diferentes soluciones. En [16] proponemos una nueva estrategia para
evitar la reduccion de orden de los métodos Runge-Kutta cuando se utilizan
para integrar numéricamente problemas lineales, auténomos, no homogéneos de
valores iniciales y en la frontera. La idea bésica es la siguiente. La solucién
del probl! ema original se descompone en suma de dos términos, uno de ellos
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computable en funcién de los datos del problema y el otro, solucién de un
problema de valores iniciales adecuado que no se ve afectado por la reduccién de
orden. La estrategia propuesta se puede aplicar tanto al problema semidiscreto
como al totalmente discreto, consiguiendo con ello el orden completo tanto
en espacio como en tiempo. Ademaés, puede combinarse con discretizaciones
espaciales convencionales (diferencias finitas o elementos finitos), a diferencia
de lo que sucede con otros enfoques aparecidos previamente en la literatura.
Presentamos también en [16] resultados numéricos que ponen de manifiesto
que con la estrategia propuesta se puede recuperar el orden clasico del método
Runge-Kutta.
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