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Resumen

En estas notas describimos algunos resultados recientes que nos
ayudan a entender la posible formación y evolución de singularidades para
la ecuación 2D quasi-geostrófica.
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1 Introducción

En lo que sigue, C designará distintas constantes positivas que permitirán
expresar estimaciones uniformes adecuadas. Llamaremos ΠN al toro unidad de
RN+1 y pondremos Q = R2 × R+ o Q = Π2 × R+.

La ecuación quasi-geostrófica bidimensional, que en lo sucesivo, representa-
remos por las siglas QG, se deduce dentro de un contexto geof́ısico y tiene la
siguiente forma:

{
(∂t + u · ∇) θ = 0,
u = ∇⊥ψ = (∂2ψ,−∂1ψ), ψ = −(−△)−1/2θ.

(1)

Aqúı, θ = θ(x, t), con (x, t) ∈ Q, es el escalar de temperatura, u = u(x, t)
es la velocidad y ψ = ψ(x, t) es la función de corriente. El operador no
local Λγ = (−△)γ/2 está definido mediante la transformada de Fourier por

Λ̂γf(ξ) = |ξ|γ f̂(ξ), donde f̂ es la transformada de Fourier de f y el espacio
de Sobolev Hs es por definición el formado por todas las funciones f tales que
la norma ‖f‖Hs = ‖Λsf‖L2 está acotada. La ecuación QG debe ser satisfecha
en Q y ha de ser complementada con condiciones iniciales para θ, condiciones
“en el infinito” cuando Q = R2 ×R+ y condiciones de periodicidad en espacio
cuando Q = Π2 × R+.

Fecha de recepción: 2/11/2005, Revisión 31/05/2006
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Esta ecuación, que tiene aplicaciones en Meteoroloǵıa y Oceonograf́ıa, es
un caso especial de la ecuación general quasi-geostrófica (tridimensional) que
modela fluidos atmosféricos y oceánicos para constantes de Rossby y Eckman
pequeñas (véase [30], [38] y [41]).

Debido a la incompresibilidad del fluido, las normas Lp de θ se conservan
para todo tiempo. En particular, se conserva la norma L2 de θ y esto implica
que la enerǵıa

E(t) =
1

2
‖u(·, t)‖2

L2

también se conserva, debido a que la velocidad se puede escribir como

u = (−∂2Λ
−1θ, ∂1Λ

−1θ) = (−R2θ, R1θ),

donde los operadores Rj son las transformadas de Riesz:

(Rjθ)(x, t) = ∂j(Λ
−1θ)(x, t) =

1

2π
V.P.

∫
yj · θ(x+ y, t)

|y|3 dy.

En los últimos años ha habido un intenso interés cient́ıfico por entender el
comportamiento de las ecuaciones quasi-geostróficas, por ser un posible modelo
para explicar la formación de frentes de masas de aire caliente y fŕıo. Por otra
parte, Constantin, Majda y Tabak [16] mostraron que la ecuación QG es un
análogo bidimensional de la ecuación de Euler en tres dimensiones y que los
resultados que se verifican para cada una de ellas se dan también en el caso
de la otra, aunque la existencia de singularidades para cualquiera de las dos
ecuaciones es un problema que sigue abierto.

Para comprender mejor esta similitud, consideremos el sistema incompresible
de Euler en dimension tres





∂ui

∂t
+
∑

1≤j≤n

uj
∂ui

∂xj
= − ∂P

∂xi
, 1 ≤ i ≤ 3,

∇ · u :=
∑

1≤i≤3

∂iui = 0,
(2)

donde u = (u1, u2, u3) es un campo de velocidades y la presión viene dada por
la función escalar P .

La vorticidad se define por ω = ∇× u. Las ecuaciones (2) pueden escribirse
en términos de ω como sigue:

{
(∂t + u · ∇)ω = (∇u)ω,
∇ · u = 0.

(3)

Usando la ley de Biot-Savart, la velocidad puede ser recuperada a partir de ω
por la igualdad

u(x, t) =
1

4π

∫

R3

y × ω(x+ y, t)

|y|3 dy.
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De forma análoga, la ecuación QG (1) se puede escribir como sigue:
{

(∂t + u · ∇)∇⊥θ = (∇u) · ∇⊥θ,
∇ · u = 0.

(4)

La función de corriente ψ se obtiene de θ mediante la identidad

ψ(x, t) = −
∫

R2

θ(x+ y, t)

|y| dy.

Por tanto,

u(x, t) = −
∫

R2

∇⊥θ(x+ y, t)

|y| dy.

Los dos sistemas (3) y (4) son similares: el vector ∇⊥θ = (∂2θ,−∂1θ)
desempeña el papel de ω = ∇×u en (3). Además, en el caso de la ecuación QG,
∇u es una integral singular en dimensión dos con respecto a ∇⊥θ. Mientras que,
para (3), ∇u es una integral singular con respecto a la vorticidad; véase [43]
y [44].

La similitud también es geométrica, puesto que los vectores ω y ∇⊥θ son
tangentes a las ĺıneas de vorticidad y a las curvas de nivel de θ, respectivamente.
Las ĺıneas de vorticidad y las curvas de nivel de θ satisfacen la propiedad de
moverse con el fluido. En la monograf́ıa [3] se describen con más detalle las
propiedades de QG y sus similitudes con la ecuación de Euler.

Los primeros resultados de regularidad para (1) se obtuvieron en [16]
(resultados equivalentes para Euler en [14],[1], [6] y [34]):

• Si θ0 ∈ Hk con k ≥ 3, es condición necesaria y suficiente que sea

∫ T

0

‖∇⊥θ‖∞ dt = +∞ (5)

para tener una singularidad en el tiempo T . Usando técnicas del análisis
microlocal, se puede mejorar el criterio sustituyendo la norma L∞ por normas
en los espacios BMO y Triebel-Lizorkin [7].

• Si el vector dirección

ξ =
∇⊥θ

|∇⊥θ| (6)

es regular en las regiones donde |∇⊥θ| es grande, entonces no se puede producir
una singularidad.

La ecuación QG tiene una propiedad adicional: todas las normas Lp (1 <
p <∞) de la velocidad se mantienen acotadas por la norma Lp del dato inicial.
Pero esto no conduce a una mejora en los resultados de regularidad respecto de
los que son conocidos para las ecuaciones de Euler.

2 Singularidades

En [16] se considera la ecuación QG junto con el dato inicial

θ0(x) = senx1 senx2 + cosx2
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Figura 1: Curvas de nivel de θ.

como posible candidato a desarrollar una singularidad en tiempo finito. Las
simulaciones numéricas indican la formación de un frente cuando las curvas de
nivel contienen un punto hiperbólico. Las curvas de nivel tienden a colapsar
sobre una curva, pasándose de una configuración X a una configuración doble
Y :

La función θ es constante sobre curvas del tipo

Γ± = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = f±(x1, t), x1 ∈ [a, b]} para 0 ≤ t < T. (7)

Tres años después, Ohkitani y Yamada [37], con una resolución numérica
mucho más precisa, sugirieron que, en vez de una singularidad racional, el
crecimiento de las derivadas conduce a una singularidad (al menos) comparable
al de una doble exponencial con respecto al tiempo. Constantin, Nie y
Schorghofer [17] confirmaron los resultados de [37]. Un resumen de los resultados
obtenidos es por tanto el siguiente:

1994: sup
x

|∇xθ(x, t)| &
1

(8,25 − t)1,66
, véase [16];

1997: sup
x

|∇xθ(x, t)| & ee[b(t−t0)]

, véase [37];

1998: sup
x

|∇xθ(x, t)| & ee[0,038(t−4,1)]

, véase [17].

Estos escenarios resultan de la colisión de las trayectorias de las part́ıculas
del fluido sobre la curva Γ. Cada trayectoria X = X(q, t) se obtiene al resolver
el problema de Cauchy

dX(q, t)

dt
= u(X(q, t), t), X(q, 0) = q.

Para que se produzca la colisión en el tiempo T de las trayectorias X(p, ·) y
X(q, ·) que en el instante inicial están respectivamente ubicadas en p ∈ Γ+(0)
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y q ∈ Γ−(0), se necesita la condición siguiente:

∫ T

0

‖∇u‖L∞ ds = +∞. (8)

Este criterio se obtiene al aplicar el teorema del valor medio a la diferencia de
las velocidades de cada trayectoria:

|Xt(q, t)−Xt(p, t)| = |u(X(q, t), t)−u(X(p, t), t)| ≤ |X(q, t)−X(p, t)|‖∇u‖L∞ .

Integrando respecto de t se obtiene la estimación

|X(q, t) −X(p, t)| ≥ |X(q, 0) −X(p, 0)|e−
R t
0
‖∇u‖L∞ds,

de la que se deduce la condición (8).
El criterio clásico para la formación de singularidades en la evolución de un

fluido está dado por el teorema de Beale, Kato y Majda [1] (el equivalente para
QG es (5)). Este criterio sirve para cualquier tipo de ellas y es una mejora de la
estimación (8). Desde el punto de vista de la geometŕıa de las curvas de nivel,
el resultado (6) implica que la dirección de ellas tiene que cambiar bruscamente
en un entorno de la singularidad, que es exactamente lo que ocurre alrededor
de un punto hiperbólico cuando el ángulo de las hipérbolas tiende a cero.

Para atacar el problema anaĺıticamente, supongamos que las curvas de nivel
en un entorno U del punto hiperbólico son hipérbolas “simples”, definidas por
las igualdades ρ = Const. (supongamos que el punto hiperbólico está en el
origen), con

ρ = (y1β(t) + y2)(y1δ(t) − y2). (9)

Aqúı se ha realizado un cambio de coordenadas no lineal dependiente del tiempo

y1 = F1(x1, x2, t), y2 = F2(x1, x2, t).

Suponemos que las funciones β, δ y Fi verifican





β, δ ∈ C1([0, T∗)), Fi ∈ C2(U × [0, T∗)),

|β|, |δ| ≤ C, β + δ ≥ 0,

|det
∂Fi

∂xj
| ≥ c > 0 ∀x ∈ U, ∀t ∈ [0, T∗).

(10)

Como las curvas de nivel se mueven con el fluido, es lógico suponer que
para cada t la temperatura θ(·, t) es constante a lo largo de ρ. Con estas
hipótesis demostramos en el teorema siguiente que el ángulo α(t) = β(t) + δ(t)
no puede cerrarse más rápidamente que una doble exponencial en tiempo y que
las derivadas de la temperatura están acotadas por una cuádruple exponencial
también en el tiempo:

Teorema 1 Sea θ = θ(x, t) una solución de (1). Supongamos que θ es constante
a lo largo de las curvas ρ = Const. definidas por (9)− (10) con T∗ = +∞. Para
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ρ(x)=const.

B(x , x ,t)=01 2

(t)

ρ(y)=const

x’

φ(ρ)
x

x

x’

~

~
α

B(y ,y ,t)=01 2

y=y(x ,x ,t)1 2

Figura 2: Cambio de coordenadas no lineal dependiente del tiempo.

cada t, supongamos además que θ no es constante en un entorno de U y que las
C2-seminormas de las Fi están acotadas. Entonces

| log log
1

α(t)
| ≤ Ct+ C.

Idea de la demostración: La demostración se divide en dos partes. En
la primera se obtiene una expresión de la función de corriente en las nuevas
variables (ρ, σ). La variable ρ está asociada a las curvas de nivel y la variable σ
satisface las siguientes ecuaciones

∂x1

∂σ
= − ∂ρ

∂x2
,

∂x2

∂σ
=

∂ρ

∂x1
.

Haciendo el cambio de variables en la ecuación original, bajo la hipótesis
∂θ
∂ρ 6= 0 en U y escribiendo que θ̃(ρ, t) := θ(x1, x2, t), obtenemos:

u · ∇xθ =
∂θ̃

∂ρ
(u · ∇xρ) = −∂θ̃

∂ρ
(
∂ψ

∂x2

∂x2

∂σ
+
∂ψ

∂x1

∂x1

∂σ
).

Por tanto,
∂θ̃

∂t
+
∂θ̃

∂ρ
(
∂ρ

∂t
− ∂ψ

∂σ
) = 0,

donde la velocidad satisface u = ∇⊥ψ. Podemos escribir que

∂ψ

∂σ
=
∂ρ

∂t
+ E1(ρ, t).

Integrando con respecto a σ, obtenemos la expresión deseada de la función
de corriente en las nuevas variables:

ψ(ρ, σ, t) = E1(ρ, t) · σ +

∫ σ

0

∂ρ

∂t
dσ + E2(ρ, t), (11)

donde E1 y E2 son funciones independientes de la variable σ.
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En la segunda parte de la demostración elegimos dos puntos x y x′ en
la misma curva de nivel, pero situadas en distintas ramas de la hipérbola.
Evaluamos la función de corriente en los dos puntos y restamos un valor del
otro. Luego tomamos ĺımites cuando ρ→ 0. De la igualdad (11) se obtiene que

ĺım
ρ→0

[ψ(x) − ψ(x′)] = C
dα

dt
+O(α). (12)

También se puede escribir la función de corriente en la forma

ψ(x, t) = −
∫

R2

θ(x+ y, t)

|y| dy,

expresión que proviene de la igualdad θ = −(−△)
1
2ψ. Por tanto, tomando ĺımite

cuando ρ→ 0, obtenemos que

ĺım
ρ→0

|ψ(x) − ψ(x′)| ≤ K| logα‖α|. (13)

El teorema es una consecuencia de (12) y (13) e implica que

α(t) ≥ c1e
−et

,

que es una estimación local. Por otra parte, para obtener una cota superior de
las derivadas de θ, es necesario tener en cuenta el comportamiento de la solución
en el exterior de un entorno U .

Corolario 2 Supongamos que θ es como en el teorema anterior y que, además,

ξ(x) = ∇⊥θ
|∇⊥θ|

satisface |∇ξ| ≤ Φ(t) en (R2 \ U) × [0,∞), donde Φ es una

función integrable. Entonces

|∇θ| ≤ exp

(
exp

(
c

∫ t

0

(ees

+ Φ(s)) ds

))

en R2 × [0,∞).

La posibilidad de tener una singularidad a lo largo de una curva de
nivel ayudaŕıa a entender el fenómeno denominado “frontogénesis”. Modelar
adecuadamente este fenómeno, la formación de frentes de aire fŕıo y aire caliente,
es uno de los principales objetivos de la Meteoroloǵıa.

Los arcos Γ+(t), Γ−(t), definidos anteriormente en (7), representan las curvas
de nivel que se mueven con el fluido. Las funciones f± verifican

f± ∈ C1([a, b] × [0, T )),

f−(x1, t) < f+(x1, t) ∀x1 ∈ [a, b], ∀t ∈ [0, T ).
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La longitud del frente viene dado por la medida del intervalo [a, b]. Las curvas
Γ±(t) están determinadas por las soluciones f± de la ecuación

u2(x1, x2, t) =
∂f

∂x1
(x1, t) · u1(x1, x2, t) +

∂f

∂t
(x1, t). (14)

En particular, las curvas de nivel de la función escalar g(x, t), que satisface
la ecuación (∂t + u · ∇x) g = 0, también cumplen (14). El colapso de las curvas
Γ±(t) en la curva Γ en el instante T quiere decir que

ĺım
t→T−

(f+(x1, t) − f−(x1, t)) = 0 ∀x1 ∈ [a, b] (15)

y f+(x1, t) − f−(x1, t) está acotada para x1 ∈ [a, b], t ∈ [0, T ). Una
vez formalizada la dinámica de un frente, se mejora en [23] el criterio de
singularidades: no puede darse (15) si

∫ T

0

sup{ |u(x1, x2, t)| : x1 ∈ [a, b], f−(x1, t) ≤ x2 ≤ f+(x1, t) } dt < +∞. (16)

Un frente es uniforme cuando tenemos dos curvas de nivel evolucionando de
manera que la distancia (en una región) de los puntos de una de ellas a la otra
es comparable. Esto quiere decir que, si definimos δ a partir de la relación

δ(x1, t) = |f+(x1, t) − f−(x1, t)|,

entonces existe una constante C > 0 tal que

mı́n δ(x1, t) ≥ Cmáx δ(x1, t).

En [24] se obtiene la siguiente estimación de un frente uniforme:

sup
x

|∇xθ(x, t)| ≤ eeAt+B

,

donde A y B son constantes. Este resultado es independiente del crecimiento de
la velocidad.

3 Soluciones viscosas

En esta sección consideramos el problema de Cauchy para la ecuación quasi-
geostrófica con viscosidad, denotada QGV. Esta ecuación ha sido estudiada
en [5], [12], [18], [13], [37], [39], [9], [19], [20], [42], [45], [46] y [47] y es la
siguiente: {

(∂t + u · ∇) θ = −κ(−△)γθ,
u = ∇⊥ψ, ψ = −(−△)−1/2θ en Q,

(17)

donde γ ∈ (0, 1].
En [37] también se realizaron simulaciones de la ecuación viscosa en el caso

γ = 1 y se observó un crecimiento sólo exponencial de las derivadas de θ en el
entorno de un punto hiperbólico.
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Con κ > 0, Constantin y Wu [18] demostraron la existencia de solución
global para 1/2 < γ ≤ 1, y recientemente se ha resuelto el caso cŕıtico en
[33] y [4]. Es un problema abierto la existencia o no de singularidades cuando
γ < 1/2. Hasta el momento, los resultados de existencia global que se conocen
son válidos para datos iniciales cuya norma (en un espacio funcional adecuado)
es más pequeña que la viscosidad.

En el siguiente cálculo mostramos que si el dato inicial
∑

l∈Z2 |θ̂(l, 0)| es
pequeño comparado con la viscosidad, entonces

∑

l∈Z2

|θ̂(l, t)| ≤
∑

l∈Z2

|θ̂(l, 0)| (18)

para todo tiempo.
En el dominio periodico Π2, los coeficientes de Fourier de las soluciones de

la ecuación QGV satisfacen:

d

dt
θ̂(l, t) + κ|l|2γ θ̂(l, t) = i

∑

j+k=l

j⊥ · k
|j| θ̂(j, t)θ̂(k, t).

Multiplicando la ecuación por θ̂(l, t)∗, se obtiene

1

2

d

dt
|θ̂(l, t)|2 + κ|l|2γ |θ̂(l, t)|2 = Re i θ̂(l, t)∗

∑

j+k=l

j⊥ · k
|j| θ̂(j, t)θ̂(k, t),

donde Re z denota la parte real de z. Entonces

d

dt
|θ̂(l, t)| + κ|l|2γ |θ̂(l, t)| ≤

∑

j+k=l

|k||θ̂(j, t)| |θ̂(k, t)|.

Sumando en l, obtenemos la desigualdad

d

dt

∑

l∈Z2

|θ̂(l, t)| + κ
∑

l∈Z2

|l|2γ |θ̂(l, t)| ≤
[∑

l∈Z2

|θ̂(l, t)|
][∑

l∈Z2

|l||θ̂(l, t)|
]
,

de la que se deduce (18) cuando γ ≥ 1
2 y

∑
l∈Z2 |θ̂(l, 0)| ≤ κ.

En el trabajo en colaboración con Constantin y Wu [13], demostramos el
siguiente resultado:

Teorema 3 Existe una constante C∞ tal que, para todo θ0 ∈ H2 con

‖θ0‖L∞ ≤ C∞κ,

la solución θ del problema del valor inicial para QGV (γ = 1
2 ) con dato inicial

θ0 satisface

‖θ(·, t)‖H2 ≤ ‖θ0‖H2 ∀t ≥ 0.
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Bajo las hipótesis del teorema, probamos también que la solución es única
y satisface

‖θ(·, t)‖H2 ≤ e−Ct‖θ0‖H2 .

La importancia de este resultado, que le distingue de otros de datos
pequeños, radica en que en él vemos que la norma L∞ decrece con el tiempo.
En su Tesis Doctoral, Resnick [39] demostró de una forma muy ingeniosa que
las soluciones de (17) satisfacen

‖θ(·, t)‖Lp ≤ ‖θ0‖Lp ∀t ≥ 0

para 1 < p ≤ +∞.
En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes es posible probar resultados de

regularidad bajo la hipótesis de que ciertas normas son pequeñas comparadas
con la viscosidad. Pero no hay resultados de tipo principio del máximo y por
tanto no se llega a la estimación (ni al decaimiento) de la norma L∞.

Tratando de entender el decaimiento de la norma L∞ de θ, en los trabajos
[19] y [20] obtenemos la siguiente

Desiguladad puntual: Sean 0 ≤ γ ≤ 2 y sea θ una función C∞
0 (en R2 o

Π2). Entonces
2(θΛγθ)(x) ≥ (Λγθ2)(x)

(recuérdese que Λγ = (−∆)γ/2).
Se trata de una estimación puntual, generalización de la regla de la cadena

para derivadas fraccionarias, que implica diversos principios del máximo en
modelos con origen en la Mecánica de medios continuos. En estos trabajos se
demuestra una propiedad local que resulta sorprendente (dado el carácter no
local de los operadores involucrados) y es muy útil y complementa la información
que proporciona el Cálculo Diferencial.

Aplicando la desigualdad puntual y las desigualdades de enerǵıa en los
espacios de Sobolev, a partir de la ecuación QGV obtenemos la siguiente
estimación en Lp con 1 ≤ p < +∞:

‖θ(·, t)‖p
Lp ≤ ‖θ0‖p

Lp

(1 + ǫCt‖θ0‖pǫ
Lp)

1/ǫ
, (19)

donde C = C(κ, γ, p, ‖θ0‖1) es una constante positiva y ǫ = γ
2(p−1) .

Para estudiar el caso p = +∞ no es suficiente tomar el ĺımite p → +∞
en la desigualdad (19). Hay que estudiar la evolución de θ a lo largo de la
trayectoria donde alcanza el máximo (o el mı́nimo) y usar las propiedades de
diferenciabilidad de las funciones Lipschitz-continuas para justificar la existencia
para casi todo tiempo de la derivada.

Teorema 4 Sean θ y u funciones regulares en Q verificando (17) con κ > 0 y
0 < γ ≤ 2 y ∇ · u = 0. Entonces

‖θ(·, t)‖L∞ ≤ ‖θ0‖L∞

(1 + γCt‖θ0‖γ
L∞)

1/γ
∀t ∈ [0, T ),



Dinámica de frentes de la ecuación 2D quasi-geostrófica 79

donde θ0 = θ(·, 0) y C = C(κ, θ0) > 0. Además, cuando γ = 0, tenemos un
decaimiento exponencial de ‖θ(·, t)‖L∞ . Más precisamente,

‖θ(·, t)‖L∞ ≤ ‖θ0‖L∞e−κt ∀t ∈ [0, T ). (20)

Los teoremas 3.1 y 3.2 nos permiten ahora estudiar la existencia de soluciones
a partir de un tiempo T . Con ese propósito, nos interesamos por las soluciones
débiles de

θt +R(θ) · ∇⊥θ = −κΛθ. (21)

Aśı, dado un dato inicial θ0 ∈ Hs con s > 1, llamaremos solución viscosa a
todo ĺımite débil, cuando ǫ→ 0+, de una suceśıon de soluciones, cuando ǫ→ 0,
de la ecuación

θǫ
t +R(θǫ) · ∇⊥θǫ = −κΛθǫ + ǫ∆θǫ

con θǫ(x, 0) = θ0. El resultado que se obtiene es el siguiente:

Teorema 5 Sea θ una solución viscosa de (21) con dato inicial θ0 ∈ Hs, con
s > 3/2. Entonces existen dos tiempos T1 y T2 con 0 < T1 ≤ T2 que dependen
sólo de κ y del dato inicial θ0, tales que:

1) θ|[0,T1) ∈ C1([0, T1);H
s) es una solución fuerte de la ecuación que verifica

‖θ(·, t)‖Hs ≤ C‖θ0‖Hs ∀t ∈ [0, T1).

2) θ|[T2,+∞) ∈ C1([T2,+∞);Hs) también es solución fuerte y ‖θ(·, t)‖Hs es
monótona decreciente en t, está acotada por C‖θ0‖Hs y verifica

∫ +∞

T2

‖θ‖2
Hs dt < +∞.

En particular, esto último implica que

‖θ(·, t)‖Hs = O(t−1/2) cuando t→ +∞.

La demostración del teorema está basada en el decaimiento de la norma
L∞ y un argumento de bootstrap asociado a la evolución de diferentes normas
de Sobolev. Un ejemplo t́ıpico de este mecanismo es la siguiente cadena de
desigualdades:

d

dt
‖θǫ‖2

L2 = 2

∫
θǫR(θǫ) · ∇⊥θǫ − 2κ

∫
θǫΛθǫ − 2ǫ

∫
|Λθǫ|2

= −2κ‖Λ 1
2 θǫ‖2

L2 − 2ǫ‖Λθǫ‖2
L2 ≤ −2κ‖Λ 1

2 θǫ‖2
L2 ,

d

dt
‖Λ 1

2 θǫ‖2
L2 = 2

∫
Λ

1
2 θǫΛ

1
2 (R(θǫ) · ∇⊥θǫ) − 2κ‖Λθǫ‖2

L2 − 2ǫ‖Λ 3
2 θǫ‖2

L2

≤ (C‖θǫ(·, t)‖L∞ − 2κ)‖Λθǫ‖2
L2 ,

d

dt
‖Λθǫ‖2

L2 ≤ (C‖Λθǫ‖L2 − κ)‖Λ 3
2 θǫ‖2

L2 ,

d

dt
‖Λ 3

2 θǫ‖2
L2 ≤ (C‖θǫ‖L∞ − κ)‖∆θǫ‖2

L2 ,

donde C es una constante independiente de la viscosidad artificial ǫ.
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4 Modelos unidimensionales

Siguiendo la ĺınea de trabajo de [15], construimos modelos unidimensionales de
la ecuación QG capturando la propiedad de que θ se mueve con un flujo no local,
representado por una integral singular con respecto a θ, i.e. la convolución de
θ con un núcleo de media cero en la esfera unidad y homogéneo de grado igual
a menos la dimensión espacial. Si además conservamos la propiedad de que el
escalar θ se mueve con el fluido, obtenemos el siguiente modelo:

θt −Hθ θx = 0, (22)

donde la “velocidad” Hθ es la transformada de Hilbert de θ, definida por

Hθ(x) =
1

π
V.P.

∫ ∞

−∞

θ(y)

x− y
dy,

o bien

Hθ(x) =
1

2π
V.P.

∫ π

−π

θ(x− y)

tg y
2

dy,

según estemos considerando la ecuación (22) en R × R+ o Π × R+.
Otra forma de escribir la ecuación QG es θt + ∇ · (uθ) = 0. Por tanto,

sustituyendo u = (−R2θ,R1θ) por su equivalente unidimensional Hθ, se obtiene
el modelo:

θt + (θHθ)x = 0. (23)

A. Morlet, motivado por una situación f́ısica diferente, estudió en [36] la
ecuación

θt + δ(θHθ)x + (1 − δ)Hθ θx = 0, (24)

donde 0 ≤ δ ≤ 1. Para esta ecuación, demostró la existencia de singularidades
cuando 0 < δ < 1/3, δ = 1/2 y δ = 1. En [8] se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 6 Dado un dato inicial periódico θ0 ∈ C1([−π, π]), no constante y
tal que ∫ π

−π

θ0 dx = 0,

no existen soluciones θ ∈ C1([−π, π] × [0,∞)) de la ecuación (11) para δ > 0.

Idea de la demostración: Se observa que

d

dt

∫ π

−π

θ(x, t) dx = −δ
∫ π

−π

(θHθ)x dx− (1 − δ)

∫ π

−π

θxHθ dx

= (1 − δ)

∫ π

−π

θHθx dx

≥ 0.

Por tanto, poniendo

M(t) ≡ máx
x

θ(x, t) ≥ 0, m(t) ≡ mı́n
x
θ(x, t),
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tenemos en t = 0 las desigualdades M(0) > 0, m(0) < 0.
Las funciones M y m son Lipschitz-continuas y, por el teorema de

H. Rademacher, diferenciables en casi todo t. Para cada t podemos elegir x(t)
y x(t) tales que

M(t) = θ(x(t), t), m(t) = θ(x(t), t).

Sea t0 un punto de diferenciabilidad de M(t). Por compacidad podemos escoger
una sucesión hj → 0 tal que x(t0 +hj) converge a x0. Entonces por continuidad
se obtiene que M(t0) = θ(x0, t0) y además

M(t0 + hj) −M(t0)

hj
=
θ(x(t0 + hj), t0 + hj) − θ(x0, t0)

hj

=
θ(x(t0 + hj), t0 + hj) − θ(x(t0 + hj), t0)

hj
+
θ(x(t0 + hj), t0) − θ(x0, t0)

hj

≤ θt(x(t0 + hj), t0 + hj) · hj

hj

= −θx(x(t0 + hj), t0 + hj) ·Hθ(x(t0 + hj), t0 + hj)

−θ(x(t0 + hj), t0 + hj) · Λθ(x(t0 + hj), t0 + hj)

para ciertos hj , 0 ≤ hj ≤ hj .
Tomando el ĺımite hj → 0 obtenemos la desigualdad

M ′(t0) ≤ −δθ(x0, t0)Λθ(x0, t0).

Cuando la sucesión hj es negativa entonces se obtiene la desigualdad contraria
que implica

M ′(t0) = −δθ(x0, t0)Λθ(x0, t0).

Por un argumento análogo se demuestra que la función m decae y satisface:

m′(t) = − δ

2π
m(t)

∫ π

−π

θ(x, t) − θ(y, t)

sen 2 x−y
2

dy ≤ 0

en casi todo t, donde x es un punto tal que m(t) = θ(x, t). Además,∫ π

−π
θ0(x) dx ≥ 0, M(t) ≤M(0) y m(t) ≤ m(0) < 0. Luego el conjunto

{ y : θ(y, t) ≥ θ(x, t)

2
}

tiene medida esctrictamente positiva. En particular, existe una constante C tal
que:

δ

2π

∫ π

−π

θ(y, t) − θ(x, t)

sen 2 x−y
2

dy ≥ C|θ(x, t)|.

Entonces
|m|′(t) ≥ C|m(t)|2

y la función m explota en tiempo finito, contradiciendo la hipótesis de existencia
de solución regular θ para todo t ≥ 0.
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En el caso δ = 1 se pueden construir soluciones exactas por medio de una
transformación hodógrafa, con dato inicial θ0 = senx. Entonces las soluciones θ
y u = Hθ satisfacen

−tθ = log
√
u2 + θ2, −(x− tu) = arctg

θ

u
.

En las Figuras 3 y 4 representamos los perfiles de θ y u en cinco instantes
de tiempo diferentes: t = 0, 0,09, 0,18, 0,27, e−1.

–2.5

–2

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

–4 –2 2 4

Figura 3: θ evaluado para t = 0,
0,09, 0,18, 0,27, e−1.

–1

–0.5

0.5

1

–4 –2 2 4

Figura 4: u evaluado para t = 0,
0,09, 0,18, 0,27, e−1.

El caso δ = 0 de (24), es decir, la ecuación (22), se estudia en [21]. Si se toma
−Hθ = v, sin más que derivar respecto de x, vemos que θxt −Hθ θxx = Hθx θx;
se observa por tanto la similitud con (3) tomando w = θx.

Para este modelo estudiamos la evolución de un dato inicial positivo
simétrico, con máxx θ0 = θ0(0) y soporte compacto. Entonces el perfil de θ
se transporta con el flujo −Hθ. Aśı, θ(·, t) continúa siendo una función positiva
simétrica, con soporte contenido en el soporte inicial y con ‖θ(·, t)‖L2 acotada
por ‖θ0‖L2 . Para datos de este este tipo, mediante uso de transformadas de
Mellin, se obtiene en [21] que ‖θx(·, t)‖L2 explota en tiempo finito. La idea de
la demostración es escribir (22) en la forma

(1 − θ)t = −H(1 − θ)(1 − θ)x,

dividir por x1+δ (0 < δ < 1) e integrar respecto de x en el intervalo (0, L). Se
obtiene que

d

dt

(∫ L

0

(1 − θ)

x1+δ
dx

)
= −

∫ L

0

(1 − θ)xH(1 − θ)

x1+δ
dx

= −
∫ ∞

0

(1 − θ)xH(1 − θ)

x1+δ
dx. (25)

Se usa el resultado siguiente:
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Figura 5: Se muestra la evolución para tiempos t = 0, t = 0,35 y t = 0,7 y
viscosidad ν = 0,01 de las siguientes cantidades: θ en Dibujo 1, Hθ en Dibujo
2, θx en Dibujo 3 y Λθ en Dibujo 4.

Lema 7 Sea f ∈ C∞
c (R+). Entonces, para cada 0 < δ < 1 existe una constante

Cδ > 0 tal que

−
∫ ∞

0

fx(x)(Hf)(x)

x1+δ
dx ≥ Cδ

∫ ∞

0

1

x2+δ
f2(x) dx. (26)

Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy, se deduce que

d

dt

(∫ L

0

(1 − θ)

x1+δ
dx

)
≥ CL,δ

(∫ L

0

(1 − θ)

x1+δ
dx

)2

,

con lo que se demuestra explosión en tiempo finito.
Si introducimos un término disipativo en la ecuación, es decir, poniendo

θt −Hθ θx = −κΛγθ, (27)

para datos iniciales positivos θ0, obtenemos 0 ≤ θ(x, t) ≤ ‖θ0‖L∞ y ‖θ(·, t)‖L2 ≤
‖θ0‖L2 . Aśı, cuando γ > 1, se obtiene regularidad global. Aparece como caso
cŕıtico γ = 1, para el que tenemos existencia global cuando ‖θ0‖L∞ es pequeño,
i.e. cuando ‖θ0‖L∞ < Cκ.

No se sabe qué ocurre en este caso cŕıtico si el dato inicial inicial no es
pequeño, ni cuál es el comportamiento de las soluciones cuando 0 < γ < 1.
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Mediante simulaciones numéricas obtenemos la evolución de θ, Hθ, θx y Λθ
según se muestra en la Figura 5, observándose la formación de singularidades.

5 “Patches”

El primero en abordar la formulación débil de (1) fue Resnick [39]. Este autor
llamó solución débil a toda función θ que verifica

∫

Π2

ϕ(x)θ(x, T ) dx−
∫

Π2

ϕ(x)θ0(x) dx =

∫ T

0

∫

Π2

∇ϕθ u dx dt

para toda función ϕ ∈ C∞
c , donde u = (−R2θ,R1θ) para casi todo t ∈ [0, T ]. Y

demostró la existencia global por el método de Galerkin en Π2. Esta solución
cumple ‖θ(·, t)‖L2 ≤ ‖θ0‖L2 y, por tanto, ‖u(·, t)‖L2 ≤ ‖u0‖L2 . El problema de
la unicidad de solución débil está abierto.

La ecuación QG tiene la propiedad fundamental de que las curvas de nivel se
mueven con el fluido, i.e. no se transfiere fluido a través de ellas. Entonces una
solución natural, con enerǵıa finita, es una región cerrada (acotada y conexa)
Ω(t) donde θ verifica

θ(x, t) =

{
1 si x ∈ Ω(t),

0 si x ∈ R2 \ Ω(t),

que evoluciona con la velocidad del fluido, conservando el área inicial. Estas
soluciones parten con un frente ya formado sobre la frontera de Ω(t) y se
denominan “patches”. Este tipo de soluciones fueron estudiadas en [2], [10]
y [3] para la ecuación de la vorticidad para el sistema de Euler incompresible
(donde la vorticidad se conserva a lo largo de trayectorias).

En [27] estudiamos la dinámica de α-“patches” para una familia de
ecuaciones que “interpola” las ecuaciones QG y Euler 2D. Un α-patch (0 <
α < 1) consiste en una región Ω(t) de R2 (conexa y acotada) que se mueve con
una velocidad dada por

u(x(s, t), t) =
θ0
2π

∫

C(t)

|x(s, t) − x(s′, t)|−α ∂x

∂s
(s′, t) ds′.

Aqúı, x(s, t) determina la posición de la frontera del dominio Ω(t),
parametrizada con s. La dinámica de la evolución del contorno ∂Ω(t) viene
dada por

dx(s, t)

dt
= u(x(s, t), t),

y los α-patches determinan soluciones débiles de la ecuación
{

(∂t + u · ∇) θ = 0,
u = ∇⊥ψ, θ = −(−△)1−γ/2ψ.

(28)

El caso ĺımite en que γ = 0 (2D Euler) ha sido estudiado anaĺıticamente con
éxito por Chemin [10] y Bertozzi-Constantin [2], demostrándose la existencia
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Figura 6: Evolución de dos patches con α = 0,5. El recuadro que aparece en el
tiempo t=16.515 está ampliada en la Figura 8 a)
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tiempo t=4.464 está ampliada en la Figura 8 b)
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Figura 8: Colapso y explosión de la curvatura de los α-patches a) α = 0,5 y b)
α = 0,5.

global de solución. En el caso γ = 1, Rodrigo [40] ha demostrado la existencia
local de solución usando argumentos de tipo Nash-Moser.

En [27] hemos encontrado numéricamente posibles candidatos de
singularidades para la familia de ecuaciones (28). En los casos particulares
α = 0,8 y α = 1 (véase Figuras 6 y 7), observamos la formación de una “esquina”
que desarrolla un alto crecimiento de la curvatura en el mismo punto donde se
produce la mı́nima distancia entre los dos patches. En la Figura 7 aparece con
más detalle el posible escenario para el colapso de patches.

Además, al re-escalar la variable espacial en la forma

x = (t0 − t)δ, con δ = 1/α,

introduciendo la nueva variable τ = − log(t0 − t), la ecuación se transforma en

∂y

∂τ
− δy =

θ0
2π

∫

C(t)

|y(s, t) − y(s′, t)|−α ∂y

∂s
(s′, t) ds′. (29)

Las soluciones de (29) independientes de τ representan soluciones de (28) con
la propiedad de que la curvatura máxima crece como

κ =
1

R
∼ C

(t0 − t)1/γ
cuando t→ t0

y la distancia mı́nima entre los dos patches satisface

d ∼ C(t0 − t)1/γ cuando t→ t0.

Estas singularidades tienen la caracteŕıstica de ser estables y auto-similares
y aparecen en un punto del plano en el que la curvatura explota al mismo tiempo
que colapsa dos curvas de nivel.
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